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Metoda minimizarii erorii de predictie
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Clasificare

Reamintim taxonomia modelelor din Partea I:

Dupa numarul de parametri:

@ Modele parametrice: au forma fixa (formuld matematica), numar
cunoscut si de obicei mic de parametri

@ Modele neparametrice: nu pot fi descrise cu un numar fix, mic de
parametri
Adesea reprezentate prin grafice sau tabele

Dupa cunostintele disponibile in avans (“culoare”):

@ Modele din principii de baza, cutie alba: complet cunoscute in
avans

© Modele cutie neagra: complet necunoscute n avans
@ Modele cutie gri: partial cunoscute

Ca si ARX, metoda generala a minimizarii erorii de predictie (MEP)
produce modele cutie neagra, parametrice (polinomiale).
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Continut
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Motivatie

MEP poate fi vazuta ca o extensie a metodei ARX la structuri de
model mult mai generale, fiind asadar capabila sa identifice mult mai
multe clase de sisteme.

Pentru claritate, vom prezenta intai structura generala de model
careia i se aplica MEP.
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Structura generala de model

y(k) = G(g "u(k) + H(a ")e(k)

unde G si H sunt functii de transfer in timp discret — fractii de
polinoame. Semnalul e(t) este zgomot alb de medie zero.

@ @G este funciia de transfer intrare-iesire.
@ H este functia de transfer a perturbatiei.
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Structura generala: Forma explicita

Prin gruparea factorilor comuni ai numitoarelor din G si Hin A(g~"),
obtinem forma mai detaliata:

B —1 C —1
0= a7 agq yoa oW
1 1
A = 23U + B elk)

unde A, B, C, D, F sunt toate polinoame, de ordin na, nb, nc, nd, nf:

A=1+taiqg ' +...+anqg ™
B(g Y =big ' +...+ bpg ™ Flgh=14+fg " +...+fyqg ™
ClaNY=14+cig ' +...4¢ceqg ™ D(@"Y=1+0di1g"+... 4 dg ™
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Structura generala: Forma grafica

_ B(qg™! C(q~!
A () = ) + g elh)
e(k)
|
c(q’)
D(q")
w0 [agy ] WX 1 y(K)
Flq) + A(q")

Aceasta forma este foarte generald. Nu se va folosi in practica, ci
pentru descrierea algoritmilor intr-un mod generic care functioneaza
pentru orice form& particulara. in practic, vom folosi una dintre
aceste forme particulare, exemplificate in cele ce urmeaza.
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Structura ARMAX

Impunand F = D = 1 (adica ordinele nf = nd = 0), obtinem:

A(q "y(k) = B(q "u(k) + C(q~")e(k)

e(k) !

Cla")

U(k) V(k) +
——1 B +é

A"

(k)

Nume: AutoRegresiv (dependenta de iesirile anterioare), cu Medie
Alunecatoare (se refera la modelul perturbatiei) cu intrare eXogena
(dependenta de u)
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ARMAX: forma explicita

A(q ")y(k) = B(q ")u (k)+ C(g "e(k)
Ag=1+aqg"+...+anuqg ™
Blg)=big'+...+ banfnb
Clgy=1+cg ' +...+Cq™ ™

y(k)+ary(k—1)+ ...+ anay(k — na)
:b1u(k—1)+...+bnbu(k—nb)
+e(k)+cie(k—1)+...+ crce(k — nc)

cu vectorul de parametri:

-
0=1ai,...,ana b1,..., b, C1,...,Cng] € RAETNDFNC



Exemplu recurent: ARMAX de ordinul 1

Alegem na = nb = nc = 1, obtinand un model ARMAX de ordinul
intai:
(1+aq ")y(k) = bg~"u(k) + (1 + cq~")e(k)
y(k)=—ay(k—1)+ bu(k — 1)+ ce(k — 1) + e(k)

unde am omis indecsii pentru a, b, ¢ fiindca exista un singur
parametru in fiecare polinom.

Vom reveni la acest exemplu de-a lungul partii curente pentru a ilustra
toate etapele MEP.
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Caz special de ARMAX: ARX

Impunand C = 1 in ARMAX (nc = 0), obtinem:
A(g ")y (k) = B(q~")u(k) + e(k)

exact modelul ARX pe care |-am studiat deja.

in comparatie cu ARX, ARMAX poate modela perturbatii mai
complicate (C(qg~')e(k) in loc de e(k), care de obicei se presupune
ca este zgomot alb de medie zero).
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Reamintim: FIR este un caz particular al ARX

Impunand mai departe A =1 (na = 0) in ARX, obtinem:

nb
y(k) = B(q ")u(k) + e(k) = Y _ bju(k — ) + e(k)

=1

= 3~ hGu(k — )+ e(k)

modelul FIR.
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Structura de tip eroare de iesire

Model de tip eroare de iesire, OE (en. Output Error):

_ B(g™")
F(g=")

obtinut pentru na=nc=nd =0,adicaA=C=D=1.

o(k)
u(k) B(q") NRALY

A P

u(k) + e(k)

Structura corespunde unui zgomot simplu, aditiv la iesire (de unde
reiese si numele).

Exercitii:
@ Este OE un caz special al ARMAX/ARX?
@ Care este forma explicita a modelului OE?
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Rezumat si relatie globala intre modele

@ Forma generala a modelelor utilizate in MEP
@ Structuri specifice, inclusiv unele pe care le-am intalnit deja
@ Relatii:

Forma generala > ARMAX > ARX
U
OE

@ ARMAX vs. ARX vs. OE: perturbatii diferite.
@ ARX vs. FIR: modele de natura diferita.
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Continut

e Metoda generala a minimizarii erorii de predictie
@ Pas preliminar: ARX revizitat
@ Cazul general
@ Cazuri speciale: ARMAX ordinul 1, ARX
@ Exemplu Matlab
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ARX reinterpretat ca MEP

@ Dat fiind vectorul de parametri 9, calculam predictiile la fiecare
pas, y(k) = ¢ (k).

@ Calculam erorile de predictie la fiecare pas, e(k) = y(k) — y (k).

© Gasim vectorul de parametri 8 care minimizeaza media erorilor
patratice V(¢) = 1 S°p, €2(k).

Procedura de mai sus este doar o reinterpretare, echivalenta cu
algoritmul deja studiat la cursul de ARX.

MEP se obtine extinzand procedura la structura generala de model.
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ARX reinterpretat ca MEP (continuare)

Observatii:

@ Pentru ARX, stim deja cum sa minimizam MSE (cu regresia
liniard); pentru modele mai generale vom prezenta metode noi
de minimizare.

@ Predictorul ARX y(k) este ales pentru a obtine eroarea
e(k) = e(k), egala cu zgomotul. Acesta va fi si scopul MEP
generale, intuitiv fiindca nu putem spera la mai mult.
De notat semnificatiile diferite ale (k) (eroare de predictie) si
e(k) (zgomot)

@ Eroarea de predictie este doar o rearanjare a ecuatiei
y(k) = 0" (k)0 + e(k) = y(k) + (k).
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Checklist

Pentru fiecare structura de model, va trebui sa trecem prin acesti trei
pasi: predictor, eroare de predictie, si minimizarea MSEului.

Vom mentine o lista de verificare (pe scurt, checklist):

ARX

predictie y(k)
eroare de predictie £(k)
minimizare V(6)

NESENES
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Continut

e Metoda generala a minimizarii erorii de predictie

@ Cazul general
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Reamintim: Structura generala de model

y(k) = G(q~")u(k) + H(q")e(k)
unde G si H sunt functii de transfer in timp discret:

B(g™' C(q™"
1 1

) )
A(G~")F(g™") )D(g~")

Y9 =aq Alq-

u(k) + e(k)

in cele ce urmeaza, vom omite argumentul g~ pentru a mari
lizibilitatea ecuatiilor, si vom infelege explicit ca literele mari se refera
la functii de transfer sau polinoame in variabila g~ .
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Eroarea de predictie

Incepem prin calculul zgomotului e(k).

y(k) = Gu(k) + He(k)
= e(k) = H™'(y(k) — Gu(k))

unde H~' = % este inversa fractiei de polinoame H.
Predictorul va fi derivat Tn aga fel incat eroarea de predictie sa fie

~

egala cu zgomotul, (k) = y(k) — y(k) = e(k). Asadar, aceeasi
formula ca si mai sus se poate folosi pentru a calcula ¢(k):

e(k) = H™'(y(k) — Gu(k))

Acesta este un sistem dinamic care poate fi simulat pentru a obtine
semnalul e(k).
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Predictor

Pentru a obtine eroarea e(k), dinamica predictorului trebuie sa fie:
y(k) = y(k) — e(k) = Gu(k) + He(k) — e(k) = Gu(k) + (H — 1)e(k)
Gu(k) + (H = 1)H™"(y(k) — Gu(k))
= Gu(k) + (1 = H™")(y(k) — Gu(k))
Gu(k) + (1 — H Y y(k) — Gu(k) + H ' Gu(k)
")y (k) + H™" Gu(k)

(1-H"

Observatie: Pentru a avea un predictor cauzal, care depinde doar de
valorile anterioare ale iesirii si intrarii, impunem G(0) = 0 si H(0) = 1
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Preview: Gasirea parametrilor si folosirea modelului

Gasirea parametrilor: Odata ce procedura pentru calculul erorilor
este disponibila, parametrii 0 sunt gasii prin minimizarea functiei
obiectiv V(0) = Zk ; €2(k). Aceasta minimizare necesitd de obicei
evaluari multiple ale semnalului de eroare, pentru mai multe valori ale
lui 6.

Nu discutam inca metodele prin care rezolvam problema de
minimizare. Le vom studia n detaliu in sectiunea urmatoare.

Folosirea modelului: in final, odati ce o estimare § a optimului este
gasita, formula de predictie poate fi aplicata pentru calculul iegirii
modelului (k). Modelul se poate adapta si pentru simulare.
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Checklist

ARX | MEP generala
predictor y(k) v v
eroare de predictie (k) | v v
minimizare V(0) v 7
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Table of contents

e Metoda generala a minimizarii erorii de predictie

@ Cazuri speciale: ARMAX ordinul 1, ARX
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Exemplu recurent: ARMAX ordinul 1

Reamintim ARMAX:

Ay (k) = Bu(k) + Ce(k)

Prin plasare in forma standard, obtinem:

Bt + %e(k)

y(k) =2
= Gu(k) + He(k)

Asadar, G= 8, H=

bN[o}

Pentruordinul 1: A=1+aq~',B=bg~',C=1+4+c¢cq".
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ARMAX ordinul 1: Eroare de predictie

Reamintim formula generala a erorii de predictie:

—
=}
Q
Q
N
c
>
o
n
—
=
&
=h
s
o
Q
Q)¢
9]
Il
>|m
T
Il
pN[o}

Formula este una dinamica, recursiva ce trebuie simulata! Necesita
initializare pentru £(0), de obicei luata 0.
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ARMAX ordinul 1: Predictor

Reamintim formula generala a predictorului:

in cazul nostru, fiindca G

)= (1-5) v+ & et

C(k) = (C— AW(K) + Bu(k)

(1 oq ) = 1+ ca 1 - ag~" (k) + b~ (k)
)
)

I
>|m

I

I
0

y(k

y(k) +cy(k —1 (c—ayk—1)+bulk—1)
y(k) = —cy(k — 1)+ (c—a)y(k — 1) + bu(k — 1)

Din nou, o formula dinamica, recursiva. Necesita inifializare pentru
y(0); aceasta valoare initiala se ia de obicei 0.
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Checklist
ARX | MEP generala | ARMAX ordinul 1
predictor y(k) v v v
eroare de predictie (k) | v v v
minimizare V(0) v 7 ?
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Specializarea metodei la cazul ARX

Este util sa vedem cum se simplifica formulele in cazul ARX.
Rescriem modelul ARX in forma generala:

(k) = Gu(k) + He(k) = gu(k) + ze(k)

Avem:

G= —Hfﬁ

y(k) = (1 = A)y(k) + Bu(k)
=(~a1qg7" — ... — @naq ")y(k) + (b1g~" + ... b + g P)u(k)

B 1
A’

= (k)0
e(k) = H ' (y(k) — Gu(k)) = Ay(k) — Bu(k)
= y(k) — (1 = A)y(k) — Bu(k) = y(k) — y(k)

echivalent asadar cu formularea ARX.
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Continut

e Metoda generala a minimizarii erorii de predictie

@ Exemplu Matlab
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Date experimentale

Folosim din nou datele experimentale pe care am identificat modelul

ARX mai demult. i .
plot (id); Slplot (val);

vt y1
2 3
15 ~ ~
2t —
/N / \ —
1 " N N TN N
1~
osp / /
oL oV
05 A
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50
Time Time
ut ul
25(
2
15
1
0 10 20 30 40 50
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Reamintim: rezultat ARX

Presupunand ca sistemul este de ordinul 2 fara timp mort, alegem
na=2,nb=2nk=1.

y1. (sim)

model; measured
val; fit: 91.16%

16

14

12

y1

0.8

0.6

0.4

0.2

Rezultatele sunt destul de proaste.
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Identificarea unui model ARMAX

mARMAX = armax(id, [na, nb, nc, nkl]);
Argumente:

@ Setul de date de identificare.
@ Vector continand ordinele polinoamelor A, B, C si intarzierea nk.

Ca si pentru ARX, structura include explicit intarzierea minima nk
ntre intrari si iesiri.
y(k)+ary(k—1)+ ay(k —2) + ...+ anay(k — na)
—b1u(kfnk)+bgu(kfnkf 1)+ ...+ bppu(k —nk —nb+1)
+e(k)+cie(k — 1)+ coe(k —2) + ...+ cpce(k — ncC)

A(@ y(k) = B(g "u (k — nk) + C(q~")e(k), where:
Ag ) =(1+aiqg"' +aq 2 +...+anuqg ™)
B(g™") = (b1 + bzq +b bq_"b+1)
Cl@)=(1+cq "+ g ?+...4+Ceq ™)

Observatie: Ca pentru ARX, structura teoretica se obtine alegand
nk =1 (si pentru a reprezenta nk > 1 in structura teoretica,
adaugam coeficienti initiali zero in B).
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Model ARMAX

Considerand ca sistemul este de ordinul 2 fara timp mort, alegem
na=nb=nc =2, nk =1. Validare: compare (val, mARMAX) ;

Measured Output and Simulated Model Output
25

Measured Qutput
—— mARMAKX Fit: 97.66%

Jw

0.5

-0.5
0 10 20 30 40 50

Time

Spre deosebire de ARX, rezultatele sunt bune. Modelul mai flexibil al
perturbatiei isi arata utilitatea.
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Identificarea unui model OE

Reamintim structura OE:

u(k) B(q"
7
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Identificarea unui model OE (continuare)
mOE = oe(id, [nb, nf, nk]);
Argumente:

@ Setul de date de identificare.
@ Vector continand ordinele polinoamelor B, F, si intarzierea nk.

B —1

B(q™") = (by + bog™ " + bppg= ™)
Fl@=(1+(9 "+ 2+... 4+ frg™

u(k — nk) + e(k), where:

Formula explicita:
y(K)+ fiy(k = 1)+ by(k —2) + ...+ fry(k — nf)
=biu(k — nk) + bou(k —nk — 1)+ ... + bppu(k — nk —nb+ 1)
+e(k)+ fie(k — 1)+ be(k —2) + ... + fre(k — nf)

Observatie: Ca si Tnainte, structura teoretica se obtine alegand
nk =1 (sau schimband B daca nk > 1).
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Model OE

Considerand ca sistemul este de ordinul 2 fara timp mort, alegem
nb=2,nf =2, nk=1. Validare: compare (val, mOE);

Measured Qutput and Simulated Model Output
25 T T T T

Measured Output
mOE Fit: 97.65%

0.5

-0.5
0

Time

Rezultatele sunt la fel de bune ca si ARMAX. Sistemul satisface deci
ambele structuri de model. Intrebare: Care este structura reala?
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Rezumat

@ Reinterpretare ARX sub forma de MEP, izoland predictia si
eroarea

@ Derivarea MEP in cazul cu model general: eroare de predictie,
predictor

@ Exemplu pentru ARX de ordinul 1: eroare de predictie, predictor
@ Verificare formule predictor gi eroare prin respecializare la ARX
@ Exemplu Matlab ilustrand identificarea ARX, ARMAX, si OE

@ Metoda de minimizare a erorii ramane deschisa
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Continut

9 Rezolvarea problemei de optimizare
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Checklist

ARX | MEP generala | ARMAX ordinul 1
predictor y(k) v v v
eroare de predictie (k) | v v v
minimizare V(0) v ? ?
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Problema de optimizare

Obiectivul procedurii de identificare: Minimizarea erorii medii patratice

V(9) = 1N > e(k)?

N
k=1

unde e(k) sunt erorile de predictie. In cazul general:
e(k) = H- (g~ ")(y(k) — G(g~")u(k))
Solutia: 8 = arg min V()
6
Pana acum am presupus ca aceasta solutie a fost deja obtinuta, si
i-am investigat proprietatile. Pe cand in ARX puteam obfiine solutia

folosind regresia liniara, in general aceasta metoda nu va functiona.
Principala problema care apare in implementare este:

Cum se rezolva problema de optimizare?



Rezolvarea problemei de optimizare
000®000000000000

Minimizare folosind zeroul derivatei

Consideram intai cazul scalar, 0 € R.

Idee: in orice minim, derivata f(0) = % 10)

este zero. Asadar, cautam un zero al
functiei f(6).

Observatii:

@ Trebuie avut grija ca metoda sa
gaseasca un minim si nu un maxim
sau punct de inflexiune. Acest lucru
se poate verifica folosind derivata a

PV _ df
doua, 7z = g > 0.

@ Este posibil ca metoda sa gaseasca
si un punct de minim local, in care 0
functia are valoare mai mare decat in
minimul global.

1(0)
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Metoda Newton pentru gasirea radacinilor (f(6) = 0)
/0)

@ Pornim dintr-un punct initial 6.
@ La iteratia ¢, urmatorul punct 6,, 1 este intersectia intre abscisa si
tangenta la f in punctul curent 6,. Geometric:

(0,
Oor1 =00 — 7(,5(93
do
Observatii:
@ Notatia o "f) inseamna valoarea derlvatel 5 In punctul 6.

@ Panta tangentel este 900,

@ 0,1 este cea mai buna estlmare a solutiei data fiind informatia
din punctul curent 6.
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Metoda Newton pentru optimizare

Inlocuim £(6) cu 9% pentru a ne intoarce la problema de optimizare:

av(6,)

Orr1 =00 — vy 5?&)

d6?
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Gradientul si Hessianul

Pentru a generaliza de la cazul scalar la 8 € R", avem nevoie de
derivatele de ordinul 1 si 2 ale lui V(6), {indnd contcd V : R” — R.

Atunci:

oV v >’V >’V
a 002 B0:06; "°° 00,0,
oV 92V PV 92V
av | o d?V | d600, Gz 066,

do | ;| de ; C
oy 52V &2V 82V
n 90,08, 00,6, ' 00

Gradientul dV este un vector de lungimea n, si Hessianul ¢ da? Y este o

matrice de dlmensmnea nxn.



Rezolvarea problemei de optimizare
0000000800000000

Metoda Newton pentru optimizare

Pornim de la formula din cazul scalar:

av(o.)
Ori1 =00 — vy 3‘(99[)

ado?

si generalizam folosind vectorul de gradient si matricea cu Hessianul:

o g [d2V()] T av(e)
+1 — Yz d92 d9

Adaugam un pas a, > 0. Forma finala:

A2V (6,)]" dv(6,)
do2 do

Opp1 =00 — ay {

Observatie: Pasul ajuta la convergenta metodei, de ex. cand functia
V este afectata de zgomot.
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Criteriu de oprire

Algoritmul poate fi oprit:

@ Cand diferenta intre doi vectori consecutivi de parametri este
mica, de ex. max/_, |6, .+1 — 0; | este mai mic decét un prag
prestabilit.

sau

@ Cand numarul de iteratii ¢ depaseste un maxim prestabilit.

Observatie: Pana acum, nimic din metoda lui Newton nu e specific
identificarii sistemelor! Metoda functioneaza in general, pentru orice
problem& de optimizare. In cele ce urmeaza, revenim la problema de
identificare din MEP.
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Calculul derivatelor

do N do
k=1
dzv_gz”:de(k)d BER S:
agz Nk:1 do N — d92
unde:
o %0 gste derivata vectoriala si 2= este Hessianul lui (k).

) este o matrice n x n.

de(k) [ds(k)]



Rezolvarea problemei de optimizare
0000000000e00000

Gauss-Newton

Ignoram cel de-al doilea termen in Hessianul lui V si il folosim doar

pe primul:
de(k)]"
N d0 do

Obtinem metoda Gauss-Newton:

1dV(0)
do

Orr1 =00 —ayH™

Motivare:

@ Forma patratica a lui H duce la un comportament mai bun al
algoritmului.

@ Calculele sunt mai simple.

Calculul detaliat al derivatei ¢
model.
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Checklist

ARX | MEP generala | ARMAX ordinul 1
predictor y(k) v v v
eroare de predictie (k) | v v v
minimizare V(0) v v ?
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Exemplu: ARMAX de ordinul 1

Reamintim modelul ARMAX de ordinul 1 gi eroarea sa de prediciie:

y(k)=—ay(k—1)+bu(k — 1)+ ce(k — 1) + e(k)
e(k) = —ce(k— 1)+ y(k)+ay(k—1) — bu(k — 1)

Avem nevoie de 22K — [2=(0) oc(k), ag(ck)]T. Derivand a doua
ecuatie:
Oe(k)  Oe(k—1)
98 — ¢ 9z " y(k—1)
Oe(k)  Oe(k—1)
% — S @b uk—1)
de(k)  Oe(k—1)
% = c 9e e(k—1)
Oe(k) 9Os(k) 0e(k)

94 ~oh 1 —os- sunt semnale dinamice! Ele pot fi calculate folosind
formulele recursive de mai sus, pornind de ex. de la valori initiale 0.
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Exemplu: ARMAX de ordinul 1 (continuare)

In final, algoritmul complet poate fi implementat dupa cum urmeaza:

inifializeaza 6y, indexul de iterafie £ = 0

repeat
dat fiind vectorul curent de parametri 0y,
calculeaza cu formulele recursive £%) | k = 1,...,n

do
inlocuieste % ) in formulele %7, %
gaseste 6, 1 cu actualizarea Newton (sau Gauss-Newton)
incrementeaza indexul: ¢ = ¢ + 1
until 9,1 — 0, este destul de mic, sau numarul maxim de iteratii

este atins
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Checklist

ARX | MEP generala | ARMAX ordinul 1
predictor y(k) v v v
eroare de predictie (k) | v v v
minimizare V(0) v v v
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Rezumat

Nevoia de regresie neliniara
Metoda lui Newton pentru gasirea radacinilor, cazul scalar

Generalizare la n dimensiuni; calculul gradientului si Hessianului
Optimizarea Gauss-Newton

Exemplu pentru ARX de ordinul 1, cu formule si algoritm
complete

°
°
@ Metoda lui Newton pentru optimizare, cazul scalar
o
°
°
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Garantii de performanta
@000

Ipoteze

Ipoteze (simplificate)
@ Semnalele u(k) si y(k) sunt procese stohastice stationare.
@ Semnalul de intrare u(k) are un ordin de PE suficient de mare.
© Hessianul % este inversabil in punctele de minim ale funciiei
MSE V.

Reamintim functia de MSE V(¢) = 1 "}, €2(k). Ipoteza 3
n jurul minimelor.

”i

garanteaza ca V nu este “plat

V(0)4
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Garantie

Teorema 1

Definim limita V. (0) = limy_ V(#). Date fiind Ipotezele 1-3, solutia

de identificare 6 = arg min, V(@) converge la un punct de minim 6* al
V.. (#) cand numarul de date N — oo.

V.(0)

5 > 0

Observatie: Rezultatul este unul de consistenta, in limita unui numar
infinit de date.
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Ipoteze aditionale

Ipoteze (simplificate)

© Sistemul adevarat satisface structura de model aleasa. Anume,
exista cel putin un vector corect 6, astfel incat pentru orice
intrare u(k) si iesirea corespunzatoare y(k) a sistemului
adevarat, avem:

y(k) = G(q""; bo)u(k) + H(q™"; bo)e(k)

unde e(k) este zgomot alb.

@ Intrarea u(k) este independenta de zgomotul e(k) (experimentul
este efectuat in bucla deschisa).
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Garantie aditionala

Teorema 2

Date fiind lpotezele 1-5, 5converge la vectorul corect de parametri 6y
cand N — oo.

Observatie: Si aceasta garantie este una de consistenta. Pe cand
Teorema 1 garanteaza o solutie de eroare minima, Teorema 2 ne
spune ca aceasta solutie corespunde sistemului adevarat, in
conditiile in care sistemul satisface structura aleasa pentru model.
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