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Partea Il

Baze matematice:
Regresie liniara. Teoria probabilitatilor gi
statistica



Motivare

Majoritatea metodelor de identificare care urmeaza necesita regresia
liniara si concepte de teoria probabilitatilor si statistica. Vom discuta
aici aceste unelte matematice.

in aceasta parte anumite notatii (de ex. x, A) au o semnificatie diferita de cea
din restul materialului de curs.
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Problema de regresie
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Problema de regresie: Elemente

Elementele problemei:

@ Un sir de esantioane cunoscute y(k) € R, indexate de
k =1,...,N: y este variabila dependenta (masuratoarea).

@ Pentru fiecare k, un vector cunoscut ¢(k) € R™: contine
regresorii pi(k), i =1,...,n, (k) = [p1(k), pa(k) .. .,(,an(k)]T.
@ Un vector de parametri 6§ € R" necunoscut.
Model liniar al variabilei dependente:
y(k) = ¢ (k)0 + e(k)
= [e1(k), pa(K) ..., on(K)] - [61,02,...,60]" + e(k)

= [Z pi(K)0;

unde e(k) este eroarea modelului

+ e(k)
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O paranteza despre notatia vectorilor

Toate variabilele vectoriale sunt implicit vectori coloana — standardul
din automatica. Adeseori le scriem sub forma unor linii transpuse,
pentru a economisi spatiu vertical:

a1 .
Q2| = [91, 2, g3
a3

Q:

De notat si: Q" = [g1, 2, Ga]-
De exemplu, in formula modelului liniar :

y(k) =lp1(k), p2(k), - . ., ¢n(k)]
(61,02, ...,0,]" + e(k) = o (k)0 + e(k)

(k) este coloana, dar trebuie transformat in linie pentru ca produsul
vectorial sa fie corect. Deci il transpunem: ¢ " (k), obtinand linia
[p1(k),...] (de notat ca linia nu este transpusa). Pe de alta parte, 6
trebuie sa fie coloana in produsul vectorial, deci nu este transpus; dar
pentru convenienta il scriem sub forma unei linii transpuse, [6s,...]"
(observati transpusal).
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Problema de regresie: Obiectiv

Obiectiv: identificarea comportamentului variabilei dependente din
date.

Mai exact: Gasirea unor valori pentru parametrii 6 astfel incat
variabila dependenta aproximata y(k) = ¢ ' (k)0 sa fie cat mai
aproape posibil de y(k) pentru orice k; echivalent, astfel incat e(k)
sa fie cat mai mici posibil.

Vom clarifica ulterior ce inseamna “cat mai aproape/mici”.

Regresia liniara este o metoda clasica si des folosita, de ex. Gauss a
folosit-o pentru a calcula orbitele planetelor in 1809.
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Problema de regresie: Doua utilizari importante

@ kK este o variabila de timp, si modelam seria temporala y (k).

@ k este doar un index de esantion, si (k) = ¢(x(k)) unde x este
intrarea unei functii necunoscute g. In acest caz y(k) este iesirea
corespunzatoare, posibil afectatd de zgomot, iar obiectivul este
identificarea unui model al functiei g din date. Aceasta problema
se numeste aproximarea unei functii, sau fnvatarea supervizata.

g(x) necunoscut g(x)

alx, ;)

2000 9
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Aproximare: Functii de baza

Pentru aproximarea unei functii, regresorii ¢;(k) din:

$(x(K)) = [61(x(K)), da(x(K)), -, dn(x(K))] "

se numesc functii de baza.
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Aproximare: Exemplul 1

Studiem venitul anual y (in EUR) al unei persoane bazat pe nivelul de
educatie xq si experienta profesionala x» (ambele masurate in ani).

Se da un set de date (x1(k), x2(k), y(k)) de la un grup reprezentativ
de persoane. Obiectivul este predictia venitului oricarei alte persoane
din nivelul sau de educatie (xy) si experienta (x»).

@ Alegem functiile de baza ¢(x) = [x1, X2, 1] . Ne asteptdm ca
venitul sa evolueze conform cu 61Xy + fax2 + 03 = ¢ " (x)0,
crescand liniar cu educatia and experienta (de la un nivel
minimal). Regresia implica gasirea parametrilor 6 pentru care
expresia este cel mai aproape de valorile reale ale venitului.

@ in realitate, lucrurile sunt mai complicate... vom avea nevoie de
variabile de intrare suplimentare, functii de baza mai bune, etc.
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Aproximare: Exemplul 2

Studiem timpul de reactie y (in ms) al unui sofer in functie de varsta
sa x; (In ani) si oboseala x, (de ex. pe o scaradela0la 1).

Se da un set de date (x1(k), x2(k), y(k)) de la un grup reprezentativ
de soferi de diferite varste si nivele de oboseala. Obiectivul este
predictia timpului de reactie al oricarui alt sofer folosind varsta (xi) si
oboseala (xz) sa.
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Exemplu regresori 1: Polinom in k

Util pentru modelarea seriilor temporale.

y(k) =04 + Ok + 93/(2 +...+ enkn_1
A A

=o' (k)o

© Conexiune: Proiect partea 1



Exemplu regresori 2: Polinom in x

Util pentru aproximarea functiilor. De exemplu, polinomul de gradul 2
cu doua variabile de intrare x = [x, x2] ' este:

y(k) =06+ 92X1(k) + 93X2(k) + 94X12(k) + 95X22(k) + 96X1(k)X2(k)
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Exemplu regresori 3: Functii de baza Gaussiene

Utile pentru aproximarea funcifiilor:

(bl.(x) =exp _M
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Reamintim: Obiectivul problemei de regresie

Obiectiv: identificarea comportamentului variabilei dependente din
date.

Mai exact: Gasirea unor valori pentru parametrii 6 astfel incat
variabila dependenta aproximata y(k) = ¢ T (k)0 sa fie cat mai
aproape posibil de y(k) pentru orice k; echivalent, astfel incat e(k)
sa fie cat mai mici posibil.



Sistem liniar
Scriind modelul pentru fiecare din cele N date, obtinem un sistem de
ecuatii liniare:

y(1) = @1(1)61 + w2(1)02 + ... on(1)0n
¥(2) = ¢1(2)01 + p2(2)02 + - .. ¢n(2)0n

Y(N) = ¢1(N)b1 + p2(N)82 + ... on(N)bh
Reamintim ca in aproximarea functiilor, ¢;i(k) = ¢i(x(k))
Sistemul se poate scrie in forma matriceala:

s 1 1) ... (1 01
| 5w he e |
Y(:N) P1(N) @2(N) ... pn(N) .

cu noile variabile Y € RN gi ¢ € RN*7,
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Problema celor mai mici patrate (CMMP)

Daca N = n, sistemul se poate rezolva cu egalitate.
In practica, este mai bine s folosim N > n, de ex. datorita

zgomotului. In acest caz, sistemul nu mai poate fi rezolvat cu
egalitate, ci doar cu aproximare.

@ Eroareala k: e(k) = y(k) — " (k)6,

vectorul de eroare ¢ = [=(1),2(2),...,(N)] .
@ Functia obiectiv ce trebuie minimizata:

A R
V(o) =|5> (k) =5e'¢
k=1

N

Problema CMMP
Gaseste vectorul de parametri 9 care minimizeaza functia obiectiv:

6 = argmin V(0)
0
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Paranteza: Problema de optimizare

Data fiind o functie V de variabilele 6, care poate fi de ex. obiectivul
nostru CMMP, sau in general oricare alta functie:

gaseste valoarea optima a functiei miny V(0) si valorile
6* = argmin, V(0) ale variabilelor pentru care minimul este atins

()

o

De notat ca in cazul regresiei liniare, folosim notatia 8; vectorul 6 este
solutia reala a problemei de optimizare dat fiind setul de date, dar
ramane totusi o estimare datoritd zgomotului din date
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Solutia formala a problemei de regresie

Pentru a deriva usor solutia, pornim de la:
Y =6
si inmultim la stnga cu ¢ :
dTY =0Tdp
O alta inmultire la stanga, cu inversa matricii ® ' ®, duce la:
f=(oTo) oY

Observatii:

@ O metodd mai bun de a-l gasi pe 6 este s scriem problema de
optimizare (minimizare MSE), si sa o rezolvam egaland derivata
matriceala cu 0.

@ Matricea ® " ¢ trebuie s fie inversabila, ceea ce necesita o
alegere buna a modelului (ordin n, regresori ), si folosirea unui
set informativ de date.

@ Valoarea optima a functiei obiectiv este
V(@) = 3[YTY - YTo(dTo) ToTY].

o (¢Td) 'd T este pseudoinversa matricii ¢.
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Expresie alternativa

oo = ng ), 0Ty = Zw

Solutia poate fi scrisa:

N N
= [Z @(k)wT(k)] [Z w(k)Y(k)]
k=1 k=1

Avantaj: matricea ¢ cu dimensiunile N x n nu mai trebuie calculata;
este nevoie doar de matrici si vectori mai mici, de dimensiuni n x n
respectiv n.
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Rezvolarea sistemului liniar

In practica, ambele metode bazate pe inversarea de matrici se
comporta prost din punct de vedere numeric. Exista algoritmi mai
buni, cum ar fi triangularizarea ortogonala.

In majoritatea cazurilor, MaTLAB alege automat un algoritm potrivit.
Daca ¢ este stocata in variabila PHI si Y in Y, comanda care rezolva
sistemul de ecuatii in sensul CMMP este impariirea matriceala la
stanga (backslash):

theta = PHI \ Y;

Daca se doreste un control mai detaliat al algoritmului, se poate folosi
functia 1insolve inloc de \.
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Alegerea modelului

Consideram ca data fiind o complexitate a modelului (numar de
parametri) n, putem genera regresori ¢(k) care fac modelul mai
expresiv (de ex., functii de baza pe o grila mai fina). Ne asteptam ca
functia obiectiv (CMMP) sa se comporte in urmatorul fel:

V(e) 1 Vval(e\)

I

I

1 1 »
n n+l n+2 n

SY

Observatie: Daca datele sunt afectate de zgomot, cresterea
exagerata a lui n va duce la supraantrenare: performante bune pe
datele de identificare, dar proaste pe date diferite. Validarea pe un
set separat de date este esentiala in practica!

Putem asadar creste treptat valoarea lui n pana cand eroarea V., pe
datele de validare incepe sa creasca.



Exemple analitice si numerice

Continut

0 Exemple analitice si numerice



Exemple analitice si numerice
®000000

Exemplu analitic: Estimarea unui scalar

Model:
y(k)=b=1-b=pk)d

unde p(k) = 1Vk, 0 = b.
Pentru N date:

in forma matriceala:
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Exemplu analitic: Estimarea unui scalar (continuare)

1 y(1)
ol ISR N IR I
1] y(N)
[y (1)
=N ]
LY(N)
]
= () £+ y(N))

Intuitie: Estimarea este media tuturor masuratorilor, filtrand zgomotul.



Exemplu: Aproximarea functiei lui Rosenbrock

alx,, x,)

2000

1000

@ Functia Rosenbrock: g(x1, x2) = (1 — x1)2 + 100[(x2 + 1.5) — x2]?
(necunoscuta de algoritm).

@ Date de identificare: 200 puncte de intrare (x1, x2), distribuite
aleator in spatiul [-2,2] x [—2, 2]; si iesirile corespunzatoare
y = 9(x1, X2), afectate de zgomot.

@ Date de validare: grilda uniforma cu 31 x 31 puncte in
[—2,2] x [-2,2] cu iesirile corespunzatoare (afectate de zgomot).
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numerice

Functia Rosenbrock: Funcitii de baza radiale

Reamintim functiile de baza
radiale:

2
3
DA
5%
LK
a

Rezultate cu 6 x 6 RBF-uri, cu
centrele pe o grila echidistanta si
latimea egala cu distan{a intre

centre:

2000

1000

RBFs; MSE=4359

A
%
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Functia Rosenbrock: Aproximare polinomiala

Polinom de gradul 4 in cele doua intrari (15 parametri):
polynomial on id; MSE=88 polynomial on val; MSE=117

2000

1000
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Functia Rosenbrock: Exemplu de supraantrenare

Din nou polinom, dar de data aceasta de gradul 13.

MSE pe datele de identificare este mai mic decat pentru gradul 4 mai

sus. Pe datele de validare insa:
overfit on id; MSE=39 overfit on val; MSE=625363

m““ ‘\";
”J‘H‘m‘ N“M“JJA

Il
2000 |

1000

Rezultat foarte prost! Gradul prea mare duce la supraantrenare.
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Sumar regresie liniara

@ Modele liniare pentru aproximarea functiilor si a seriilor
temporale; regresori si parametri.

@ Functii de baza polinomiale si radiale.

@ Scrierea problemei ca un sistem de ecuatii liniare, obiectiv
matematic, si solutie (teoretica si practica).

@ Alegerea modelului si supraantrenarea.
@ Exemple: estimarea unui scalar si functia “banana”.



Variabile aleatoare

Continut

o Problema de regresie si exemple motivante
e Exemple de regresori

Q Problema CMMP si solutia ei

e Exemple analitice si numerice

e Variabile aleatoare discrete si continue

e Proprietali ale variabilelor aleatoare

e Vectori si secvente aleatoare



Variabile aleatoare
€000

Variabila aleatoare discreta

Fie un set X continand valori posibile x. O variabila aleatoare X
corespunzand acestui set este descrisa de functia de frecventa:

Definitie
Functia de frecventa a variabilei X este lista probabilitatilor tuturor
valorilor individuale p(xo), p(x1), . . . . Probabilitatile trebuie sa fie

pozitive: p(x) > 0 Vx, si suma lor trebuie sa fie 1:
PXe&X)=> cxp(x)=1.

Exemplu: Numarul obtinut ca urmare a aruncarii unui zar este o
variabila aleatoare discreta, cu sase valori posibile: X = {1,2,...,6}.
Pentru un zar corect, functia de frecventa este p(x) = 1/6 pentru
toate valorile x, de la 1 la 6.

Observatie: Setul X poate contine un numar finit sau infinit de
elemente, dar in al doilea caz setul trebuie sa fie numarabil (Intuitiv:
valorile se pot enumera, sau pot fi asociate numerelor naturale
0,1,2,...).
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Variabila aleatoare continua

Fie acum un interval X C R de numere reale, cu x o valoare
individuala. O variabila aleatoare X corespunzand acestui set este
descrisa de densitatea de probabilitate:

Definitie
Densitatea de probabilitate a unei variabile aleatoare continue X este

o functie f : X — [0, 00), astfel incat probabilitatea de a obtine o
valoare intr-un interval [a, b] C X este:

P(X € |a, b]) = /b f(x)dx

Densitatea trebuie sa satisfaca P(X € X) = [y, f(x)dx = 1.

Observatie: Intervalul X poate fi si setul complet al numerelor reale.
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Exemplu 1: Densitate uniforma

Dorim sa caracterizam unghiul la care se va opri roata unei rulete, ca
o fractiune dintr-o rotatie completa: x € [0, 1]. In acest caz, X = [0, 1].
Pentru o ruleta corecta, fiecare valoare x are aceeasi probabilitate.

Vom incerca intai sa definim o functie de frecventa; aceasta trebuie
sa aiba aceeasi valoare peste tot. Notam aceasta valoare cu c; cum
exista o infinitate de valori ale lui x Tn orice subinterval de lungime
finitd din [0, 1], daca c este nenula, probabilitatea oricarui astfel de
interval este infinita! Deci singura valoare posibila pentru p(x) = ¢
este 0, care nu are nicio utilitate practica; nu putem agadar folosi
functia de frecventa pentru a descrie acest caz.

Putem defini probabilitati doar pentru intervale, si de aceea avem
nevoie de densitatea f. Mai exact, pentru a obtine probabilitati
uniforme, dorim ca P(X € [a, b]) = b — a, ceea ce Inseamna ca
f(x)=1.
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Exemplu 2: Densitate Gaussiana

Are forma similara cu functiile de baza Gaussiene, dar semnificatie
diferita.

4

f(x)

100 = g o (-0 )2)

Parametri: media  si varianta o2 (vor fi explicati mai tarziu)

Distributia Gaussiana intervine adeseori in natura: de ex., distributia
IQ-urilor intr-o populatie umana. Este numita de aceea si distributia
normala, si se noteaza A (u, o2).



Proprietati
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Valoarea medie

Definitie

B X} = > xex P(X)x  pentru variabile aleatoare discrete
B Seex F(X)X pentru variabile aleatoare continue

Intuitie: media tuturor valorilor, ponderate de probabilitatea lor;
valoarea “agteptata” in avans, data fiind distributia de probabilitate.

Valoarea medie se mai numeste si valoare asteptata sau sperania.
Exemple:

@ Pentru un zar unde X este numarul fetei obtinute,
E{X}=31+%2+...+36=7/2.
@ Daca X are densitate Gaussiand N (u, o2), atunci E {X} = p.
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Valoarea medie a unei functii

Consideram o functie g : X — R care depinde de variabila aleatoare
X. Atunci, g(X) este o si ea o variabila aleatoare, cu valoarea medie:

> ex P(x)g(x)  discret
Flol0)= {fxex f(x)g(x) continuu

Exemplu: Consideram un joc cu un zar in care fata cu 6 puncte
castiga 10 lei, si celelalte fete nu castiga nimic. Avem g(6) = 10 si
g(x) = 0 pentru toate celelalte valori ale lui x. Valoarea medie a
acestui joc este {0+ ...+ £0+ £10 = 10/6 lei.



Proprietéti
[e]e] le]elele)

Varianta

Definitie

Var (X} =|E{(X — E{X}?} |=E {X?} - (E {(X})?

Intuitie: cat de “raspandite” sunt valorile aleatoare in jurul valorii

medii.
e P(X)(x —E{X})? discret
Vartxg = {fxexg;(x)(x —E{X})? continuu
ke PX)X® = (E{X})? discret
| Syen f)X2 = (E{X})?  continuu
Exemple:

@ Pentruun zar, Var {X} = {12+ 122+ ...+ 162 —(7/2)2 = 35/12.
@ Daci X are densitate Gaussiana N'(u, 02), atunci Var { X} = o2.
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Notatie

Vom nota generic E {X} = u i Var {X} = o2.
Cantitatea o = /Var {X} se numeste abaterea standard.



Probabilitate: Independenta
Definitie
Doua variabile aleatoare X si Y sunt independente daca:
@ in cazul continuu, fx v(x,y) = fy(x) - fy(¥).

@ in cazul discret, px, y(x,y) = px(x) - py(¥).

unde fy y este densitatea comuna a vectorului (X, Y), fx si fy sunt
densitatile pentru X si Y, si la fel pentru funciiile de frecventa p.

Exemple:

@ Evenimentul de a arunca 6 cu un zar este independent de
evenimentul 6 la aruncarea anterioara (de fapt, de oricare alta
valoare la orice aruncare anterioara).

@ Evenimentul de a arunca doua valori 6 consecutive nu este
independent de aruncarea anterioara!

(Primul fapt este contra-intuitiv si multa lume nu il infelege, ducand la
asa-numita gambler’s fallacy. O secventa mai lunga de jocuri
norocoase sau proaste nu are nici absolut nici o influenta asupra
jocului urmator!)
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Covarianta

Definitie

Cov {X, Y} =[E{(X ~E{XN(Y ~E{YD}|=E{(X = w)(Y ~ i)}

unde pux, py sunt valorile medii ale celor doua variabile.

Intuitie: cat de “aliniate” sunt schimbarile celor doua variabile
(covarianta pozitiva daca variabilele se schimba in directii similare,
negativa daca se schimba in directii opuse).

Observatie: Var {X} = Cov {X, X}.
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Variabile necorelate

Definitie
Variabilele aleatoare X si Y sunt necorelate daca Cov {X, Y} = 0.
Altfel, ele se numesc corelate.

Exemple:

@ Nivelul de educatie al unei persoane este corelat cu venitul sau.
@ Culoarea parului este necorelata cu venitul (sau ar trebui sa fie,
in cazul ideal).
Observatii:

@ Daca X si Y sunt independente, atunci sunt si necorelate.

@ Dar nu si invers! Putem avea variabile necorelate care sunt totusi
dependente.



Vectori si secvente
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Vectori de variabile aleatoare

Consideram vectorul X = [Xj, ..., XN]T unde fiecare X; este o
variabila aleatoare cu valori reale continue. Acest vector are o functie

de densitate comund f(x), cu x € RN,
Definitii
Valoarea medie si matricea de covarianta a lui X:

E{X}:=[E{X},....E{X\}]" =[u1,-..,pn]", notatd p € RV

Cov {X1,X1} Cov {X1,X2} 000G Cov {X1,XN}
Cov {X} — Cov {Xg, X1} Cov {Xg, X2} Cov {)(27 XN}
Cov {XN, X1 } Cov {XN, Xg} s Cov {XN, XN}

:E“X—MXX—uf},mmﬁZeRMN

Observatii: Cov { X}, Xj} = Var {X;}. De asemenea,
Cov {X;, X;} = Cov {X;, X;}, deci matricea X este simetrica.
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Exemplu: vector Gaussian

Densitatea comuna Gaussiana a unui vector X se poate scrie:

1
(2m)./det(x)

unde p este vectorul de valori medii si ~ matricea de covarianta (care
trebuie sa fie pozitiv definita, pentru ca det(X) > 0 si ' s& existe).

f(x) = oxp (~(x — W= (x—)")
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Proces stohastic

Definitie
Un proces stohastic X este o secventa de variabile aleatoare
X=X, Xe, -, Xn)-

Avem agadar de-a face tot cu un vector de variabile aleatoare, cu o
structura specifica: fiecare index din vector este asociat unui pas
discret de timp k.

In identificarea sistemelor, semnalele (intrari, iesiri, perturbatii etc.)
vor fi adesea procese stohastice.

Perturbatie v(t) l

lesire y(t
Intrare u(t! Sistem sire y(1)




Vectori si secvente
000@00

Zgomot alb de medie zero

Definitie

Un proces stohastic X este zgomot alb de medie zero daca:

Vk, E{Xk} = 0 (medie zero), si Vk, k" # k, Cov {X, Xi-} = 0 (valorile
la pasi diferiti de timp sunt necorelate). In plus, varianta Var { Xj }
trebuie sa fie finita Vk.

Cu notatie vectoriala, aceste proprietati se pot scrie compact: media
1 =E {X} = 0 c RN si matricea de covariantd ¥ = Cov {X} este
diagonala (cu diagonala formata din numere finite si pozitive).

In identificarea sistemelor, masuratorile sunt adesea afectate de

zgomote, si vom presupune cateodata ca aceste zgomote sunt albe
si de medie zero.
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Proces stationar

Valorile unui semnal la diferite moment de timp pot fi corelate (de ex.
cand semnalul depinde de iesirea unui sistem dinamic). Vom
presupune insa cateodata ca semnalele sunt stationare:

Definitie
Procesul stohastic X este stationar daca vk, E { Xk} = u, si VK, K', 7,
Cov {Xk, Xk+7-} = Cov {Xk/, Xk’+r}-

Media este aceeasi la fiecare pas, iar covariania depinde doar de
pozitiile relative ale pasilor de timp (si nu de pozitiile lor absolute).
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Rezumat probabilitati si statistica

Variabile aleatoare (VA) discrete si functia de frecventa.

VA continue si densitatea de probabilitate.

Valoarea medie si varianta unei VA.

Independenta, covarianta, si corelatia a doua VA.

Vector de VA, cu valoare medie si matrice de covariania.
Proces stohastic, zgomot alb de medie zero, si proces stationar.
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