Identificarea sistemelor

Ingineria sistemelor, anul 3
Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca

Lucian Busoniu

b



Partea VI

Semnale de intrare



Motivare
. = Executa Alege metoda
;méer%e:nﬁ‘ —> experimentul > " lu/:er%?)delului > deidentificare [—» Valideaza modelul
P si colecteaza date struef si obtine modelul

Alegerea intrarii este cel mai important element al proiectarii
experimentului

Toate metodele de identificare impun conditii asupra semnalului de
intrare, de exemplu:

@ Analiza in domeniul timp necesita semnale treapta sau impuls

@ Analiza de corelatie functioneaza de preferinta cu intrari de tip
zgomot alb

@ ARX necesita intrari “suficient de informative”



Plan

In aceasti parte vom:

@ Revizita semnale de intrare deja folosite
@ Descrie cateva noi tipuri de intrari

@ Explica proprietati ale intrarilor, importante in identificarea
sistemelor

@ Caracteriza semnalele discutate
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0 Semnale de intrare uzuale
@ Treaptd, impuls, suma de sinusuri, zgomot alb

@ Semnal pseudo-aleator binar
e Proprietati ale intrarii

Q Caracterizarea intrarilor uzuale
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Intrarea treapta

ufk) urk)
u
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1

0 0

Stanga: Treapta unitara:

0 k<O
k) =
u(k) {1 k>0
Dreapta: Treapta de amplitudine arbitrara:
0 k<O
u(k) =
(k) {uss k>0

Observatie: Reformulari in timp discret ale variantelor continue.
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Intrarea impuls

u(t) u(k)
Upnp

O » H »

01 k

in timp discret, nu putem aproxima cum dorim impulsul ideal (stanga),
fiindca semnalul nu poate sa se schimbe decat la momentele de

esantionare.
Dreapta: Realizarea in timp discret a impulsului:

U; k=0
ulk)=4_""
(k) {0 altfel

@ Cand Uimp = % integrala semnalului este 1 i obtinem o
aproximare a impulsului ideal.

@ Cand uimp, = 1 (de ex. in analiza de corelatie), obtinem un impuls
“unitar” in timp discret.



Suma de sinusuri (multisinus)

1

0.5

-0.5

k

m
u(k) =" asin(wik + ;)
=1

@ a;: amplitudinile celor m componente sinusoidale
@ wj: frecventele, 0 <wi <we <...<wp <7
@ ;. fazele
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Zgomot alb

k

Reamintim zgomotul alb de medie zero: medie 0, semnal necorelat la
pasi diferiti de timp.
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Zgomot alb (continuare)

in figura exemplificata, valorile au fost esantionate independent
dintr-o distributie Gaussiana de medie zero:

LI G

2no? P 202

u(k) ~ N(0,0?), cu densitatea f(u) =

() Ft)

T | Fo=0s
Fit)=1

Normal { Gaussian) pdf Distrubution Cumulative Distribution Function
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Continut

0 Semnale de intrare uzuale

@ Semnal pseudo-aleator binar
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Semnal pseudo-aleator binar (SPAB)

Stare 1 Stare 2 ---
— &
+ +)e—- -

N

Semnal care comuta intre doua valori discrete, generate cu un
algoritm specific.

Interesant fiindca aproximeaza zgomotul alb, si primeste asadar
anumite proprietati utile ale acestuia (detaliate matematic mai tarziu).
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Generator SPAB

Stare 1 Stare 2 --- Stare m

@ @) ér) @)

® D

SPAB poate fi generat cu un registru de deplasare cu reactie liniara
(en. linear shift feedback register, LSFR), reprezentat in figura. Toate
semnalele si toti coeficientii sunt binari (starile sunt biti).

La fiecare pas discret k:

@ Starea x; se deplaseaza in starea x;, 1.

@ Starea x; este calculata prin adunare modulo 2 a starilor de pe
calea de reactie (daca a; = 1 atunci x; se aduna, daca a; =0
atunci nu).

@ lesirea u(k) este extrasa din starea x,.
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Adunarea modulo 2

Formula/tabelul de adevar al adunarii modulo 2:

0 fp=0,9g=0

_J1 ifp=0,9=1
PEA=31 itp=1.g=0
0 ifp=1,g=1

...se numeste si XOR (SAU exclusiv, en. eXclusive OR)

Observatie: un astfel de registru este ugor de implementat in
hardware.
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SPAB cu valori arbitrare

Pentru a obiine un semnal v’(k) care ia valorile a, b in loc de 0, 1,
deplasam si scalam semnalul original u(k):

u'(k) = a+ (b— a)u(k)

Exemplu pentru a= 0.5, b =0.8:

1

0.9

0.8

0.7
=]

06

0.5

04

0.3
0 50 100 150
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Reprezentare in spatiul starilor

u
Stare 1 Stare 2 --- Stare m
@) @) @)
® D—
xi(k+1) = aixi(k) ® axo(K) ® - - - & amXm(k)
Xo(k + 1) = x1(k)
Xm(k +1) = Xm_1(k)
u(k) = xm(k)
Notam cu x(k) = [x1(k), ... ,xm(k)]T vectorul de stare, continand m

variabile (biti)
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Reprezentare in spatiul starilor: Forma matriceala

a a am-1 am
10 0 0

x(k+1)=|0 1 0 0| gx(k)= A x(k)
0 0 1 0

u(k) =[00 ... 01]x(k) =: Cx(k)

unde ® indica faptul ca adunarile din inmultirea matriceala se
efectueaza modulo 2.
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Perioada SPAB

@ Algoritmul SPAB este determinist, deci starea curenta x(k)
determina exact starile si iesirile ulterioare

= Perioada (numarul de pasi dupa care semnalul se repeta) este
cel mult 2™

@ Starea identic nula nu este de dorit, fiindca secventa ulterioara ar
ramane tot timpul 0

= Perioada maxima practica este P = 2" — 1

Un SPAB cu perioada P = 2™ — 1 se numeste SPAB de lungime
maxima.

Acest tip de SPAB are proprietati interesante, fiind preferat in aplicatii.
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SPAB de lungime maxima

Perioada este determinata de coeficientii de reactie a;.

Urmatorii coeficienti trebuie sa fie 1 pentru a obtine perioada maxima
(toti restul sunt 0):

m | Perioada maxima 2™ — 1 | Coeficienti egali cu 1
3 7 ai, as

4 15 ai, as

5 31 as, as

6 63 ai, s

7 127 ais, ar

8 255 ai, as,ar, as

9 511 as4, ag

10 1023 as, a{o

Alte combinatii valide de coeficienti exista, si se pot gasi in literatura
si coeficienti pentru numere mai mari de biti m.
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Continut

9 Proprietati ale intrarii
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Alegerea formei intrarii

Anumite metode de identificare necesita tipuri specifice de intrari:

@ Analiza in domeniul timp necesita semnale treapta sau impuls

@ Analiza de corelatie functioneaza de preferinta cu intrari de tip
zgomot alb

Regula practica: forma intrarii, precum si alte caracteristici cum ar fi
amplitudinea, trebuie sa fie reprezentative pentru regimul tipic de
operare al sistemului
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Alegerea amplitudinii intrarii

Amplitudine (+/-)

semnal-zgomot liniaritate siguranta

@ Amplitudinea permisa a intrarilor este de obicei limitata de
operatorul sistemului, din motive de siguranta sau de cost

@ Chiar daca sunt permise, intrari prea mari pot duce sistemul in
afara zonei de liniaritate, reducand performanta metodelor liniare
de identificare

@ Dar intrarile prea mici vor duce la semnale dominate de zgomot
si perturbatii



Alegerea perioadei de esantionare
Ts

zgomot informatie suficienta

Pentru mai toate metodele, lucram in timp discret, si trebuie asadar
sa alegem o perioada de esantionare Tg

@ Perioade prea mari nu vor modela dinamica relevanta a
sistemului. Idee initiala: 10% din constanta de timp dominanta

@ Perioade prea mici vor duce la efecte prea mari ale zgomotelor gi
perturbatiilor
@ Daca nu suntem siguri, vom lua T3 mai mic

Datorita teoremei Nyquist-Shannon, stim ca nu pot fi recuperate
frecvente ale semnalului mai mari de 1/(27s), asadar putem sa
adresam zgomotul si alte efecte trecand iesirile (si intrarile, daca sunt
masurate) printr-un filtru trece-jos care elimina frecventele peste

1/(2Ts)
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Medie si covarianta

Dat fiind un semnal aleator u(k), media si covarianta sa sunt:

p=E{u(k)}
ru(t) = B{[u(k + 1) — p][u(k) — pl}

Reamintim:

@ Media si covariania variabilelor aleatoare

@ Functia de covarianta r,(7) din analiza de corelatie (este
inrudita, dar acolo presupuneam ca media . este deja zero)
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Medie si covarianta: semnal determinist

Daca semnalul este determinist (de ex. SPAB), atunci media si
covarianta se redefinesc:

> u(k)

1

2=

N
= lim
" N—oo
k=

N—oo

N
() = Jm S Tk +7) = () 1
k=1

Observatie: limy_.o ‘N Z,’L - este egala cu E {-} pentru un semnal
aleator.

Generalizare la semnale vectoriale u(k) € R™: interpretam sumele
element cu element, inlocuim [u(k 4+ 7) — p][u(k) — ] cu

[u(k +7) — p][u(k) — 1] ", 0 matrice de covarianta de dimensiunea
nu x nu.
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Tratarea mediilor nonzero

@ Analiza de corelatie necesita semnale de medie zero

@ Dar si alte metode (cum ar fi ARX sau metoda mai generala a
erorii de predictie) pot functiona mai bine daca mediile sunt zero

Valorile medii pot fi eliminate din semnal, si eventual modelate
separat

(vezi Séderstrom & Stoica, Capitolul 12 pentru detalii)
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Persistenta excitatiei (PE)

Chiar si metodele care nu au nevoie de o forma specifica a
raspunsului impun conditii: de ex. am spus ca ARX necesita un u(k)
“suficient de informativ”, fara a descrie matematic aceasta conditie

Conditia poate fi descrisa precis folosind o proprietate tehnica numita
persistenta excitatiei
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PE: Exemplu de motivare

Vom dezvolta o varianta idealizata a analizei de corelatie. Aceasta
metoda este doar un pas intermediar pentru motivarea proprietatii de
PE, iar proprietatea va fi utila in multi algoritmi de identificare.

Model de tip raspuns finit la impuls (FIR):

M—1
y(k) =) h()u(k —j) + v(k)

j=0
05
04
- 03
= 02
01

00 5 10 15 20

k; M=14
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Analiza de corelatie: Covariante

Presupunand ca u(k), y(k) sunt de medie zero, valorile medii nu
trebuiesc eliminate, si covariantele sunt:

ro(r) = Jim NZU(/H—T k)

Covariantele trebuie estimate in practica din seturi finite de date, dar
aici vom lucra cu valorile lor idealizate (ramanand in contextul
exemplului de motivare, care nu va trebui de fapt implementat).
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Analiza de corelatie: Identificarea modelului FIR

Scriind M ecuatii pentru a gasi parametrii FIR, avem:

ryu(0) r,(0) ry(1) cee (M =1) h(0)
) | || ) n0) ... r(M—2) h(1)
(M — 1) WM=1) r(M=2) ... 10 h(M —1)

Vom nota matricea din ecuatie cu R,(M), matricea de covarianta a
intrarii.
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PE: definitie matematica

Definitie
Un semnal u(k) are ordinul n de persistenta a excitatiei daca R, (n)
este pozitiv definita.

O matrice A € R™" este pozitiv definitd daca h" Ah > 0 pentru orice
vector nenul h € R". De notat ca A trebuie sa fie inversabila.

Exemple:

° [8 ? este pozitiv definita. Luam h = {ﬂ atunci

hTAh = & + b2

2 a
hTAh = —22°.

° [1 ﬂ nu este pozitiv definitd. Exemplu: h = [a }
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PE in analiza de corelatie

Daca ordinul de PE este M, atunci R,(M) este pozitiv definita, deci
inversabila, si sistemul liniar din analiza de corelatie poate fi rezolvat
pentru a gasi un FIR de lungime M.

Asadar, ordinul de PE M inseamna ca se poate identifica un FIR de
lungime M (se pot gasi M parametri).
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Rolul general al PE

Pe langa FIR, PE are un rol important in foate metodele parametrice
de identificare, printre care ARX si alte pe care le vom discuta in
cursurile urmatoare, de ex. metodele erorii de predictie si variabilelor
instrumentale.

Un ordin de PE suficient de mare este necesar pentru a identifica
parametrii.

De obicei, ordinul de PE necesar este un multiplu (adesea 2) al
numarului de parametri n care trebuiesc estimati.
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Alternative pentru covarianta

Una din urmatoarele doua defini;ii se pot folosi pentru covarianta:

N
r(r) = Jim Z u(k +7) — p[u(k) — p]
k:

Cand u(k) nu este de medie zero, aceste doua definitii duc la ordine
de PE diferite (mai mare cu 1 pentru prima definitie).

Chiar daca prima definitie nu este covariana adevarata in sens
statistic, se poate calcula convenabil, deci o vom folosi mai departe.
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Intrare treapta

uk) u(k)*
u

s§

=7V

k

Consideram treapta mai generala, non-unitara:

u(k):{o k<0

Uss k>0
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Intrare treapta: Medie si covarianta

Medie si covarian{a:

1 N—-1
p=im oy 2 ulk) = Uss
k=0
1 N—-1
) = 3 ulk = ulk) = W,

De notat ca semnalul porneste de la k = 0, deci suma este modificata
corespunzator (acest lucru nu influenteaza rezultatul final).
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Intrare treapta: Ordin de PE

Matrice de covarianta:

ry(0) (1) ... r(n-1) U, U ... U3
ru(1) r(0) ... r(n-2) v, ud ... UE

Ru(n) = =
ra(n—=1) ru(n—=2) ...  r,(0) v, Ui .. U

Matricea are rangul 1, deci treapta are ordinul de PE egal cu 1.
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Intrare impuls

u(t) u(k)a
Uimp
0 H N
{ 0 1 k
Reamintim realizarea in timp discret:
1 k=
uk)=1< & 0
altfel
Medie si covarianta:
1 N—1
= m 2 utk) =0
k=0
N—1
ry(r) = lim N ;O u(k +7)u(k) =0

= Impulsul are ordinul de PE egal cu zero.
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Suma de sinusuri

1

sosv\ \/MM J | ‘

-05 \

=)

El

0 50 100 150
k

m
u(k) =>_asin(wik +¢j), 0<wi<wp<.. <wp<m
Jj=1

Medie si covarianta:

o altfel
—1

{31 sin(p1) dacawi =0

3

asinf o, dacdwn=m

cos(w;T) + {az

ro(r) =
u(7) 2 cos(wmT)  altfel

no R,

-
[
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Suma de sinusuri (continuare)

Pentru multisinusul exemplificat pe slide-ul anterior, functia de
covarianta este:

40

30

20

0 Av \/\A \/\ /\/\/\/x

150

r@

Un multisinus cu m componente are ordin de PE egal cu n unde:

2m dacad wy #OQ,wm # 7
n=¢2m—-1 dacaw;=0sauwy ="
2m—-2 dacdw; =0sSiwp=m
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Zgomot alb: Medie si covarianta

Luam un zgomot alb de medie zero, cu varianta 02, de ex. esantionat
independent dintr-o distributie Gaussiana:

1 2
u(k) ~ N(0,0%) = oz exp (—2);2>

Atunci, prin definitie:

0® dacdT=0
0 altfel



Caracterizarea intrérilor uzuale
0000000800000

Zgomot alb: Exemplu de covarianta

Functia de covarianta a semnalului zgomot alb exemplificat anterior:

150

100

=)

50 100 150

-50
0



Zgomot alb: Ordin de PE

Matrice de covarianta:

r4(0) ru(1) e hy(n=1)
Ru(n) — ry(1) ru(0) oo r(n—=2)
r(n=1) r(n-2) 1(0)
R
=|. =%,
|0 0 o?

unde I, = matricea identitate, pozitiv definita. = R,(n) pozitiv definita
pentru orice n— zgomotul alb are orice ordin n de PE.
Intrebare

Data fiind concluzia de mai sus, de ce prefera analiza de corelatie
semnalul de intrare de tip zgomot alb pentru a identifica modelul FIR?
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SPAB: Medie

Luam un SPAB de lungime maxima cu valorile 0, 1 generat folosind m
biti: perioada P = 2™ — 1, un numar mare.

Starea registrului LSFR x(k) va contine toate valorile binare posibile
cu m cifre, cu exceptia valorii identic 0.

Semnalul u(k) este ultima pozitie din x(k), care ia valoarea 1 de
2M=1 ori, si valoarea 0 de 2"~' — 1 ori.

= Valoare medie:
z”: 2,,71:(P+1)/2_1 1
k:

unde aproximarea este precisa pentru P mare.



SPAB: Covariania

Luam un SPAB de medie zero, scalat intre —a si a:

1 TR i

0.5

s 0

-0.5

-1

Atunci:
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SPAB: Exemplu de covarianta

Functia de covarianta a semnalului SPAB de pe slide-ul anterior:

200

150

100

1@

50

=)

Wyl

=% 50 100 150

Asadar, SPAB se comporta similar cu zgomotul alb (are o functie de
covariantd similara). Impreun cu generarea lor usoard, aceasta
proprietate face semnalele de tip SPAB foarte utile n identificarea
sistemelor.
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Semnale d

SPAB: Ordin de PE

Un SPAB de lungime maxima are ordinul de PE egal cu P, perioada
(si nu mai mare).

Exercitiu

Folosind formula care ignora termenii de ordinul 2 (%):

A dacar=0
TR 1 el
P

luati o valoare P > 2 relativ mica si demonstrati ca SPAB are ordinul
de PE egal cu P.

Indiciu: construiti matricea R,(n) pentru n = P si aratati ca are rangul
P, apoi pentru n > P si aratati ca are tot rangul P. Se poate
demonstra ca primele P coloane genereaza printr-o combinatie
liniara restul coloanelor P+ 1,P+2,....
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