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Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

Partea IV

Programarea dinamică şi ı̂nvăţarea prin
recompensă offline cu aproximare



Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

RL pentru manipularea unui cub Rubik (OpenAI)

https://openai.com/index/solving-rubiks-cube/
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Nevoia de aproximare

RL clasică – reprezentare sub formă de tabel, de ex.
Q(x , u) separat pentru toate valorile x şi u
În aplicaţii reale de control, x , u continue!

Reprezentarea prin tabel imposibilă
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Nevoia de aproximare (continuare)

In aplicaţii reale de control,
funcţiile de interes trebuie aproximate
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Partea IV ı̂n plan

Problema de ı̂nvăţare prin recompensă
Soluţia optimală
Programarea dinamică exactă
Învăţarea prin recompensă exactă
Tehnici de aproximare
Programarea dinamică cu aproximare
Învăţarea prin recompensă cu aproximare
Reţele neurale profunde
Învăţarea prin recompensă cu reţele neurale profunde
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Conţinut partea IV

1 Metode de aproximare

2 Aproximarea ı̂n DP&RL

3 Iteraţia Q cu interpolare

4 Iteraţia Q bazată pe date
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Aproximare

Aproximare:
funcţie cu un număr infinit de valori
→ reprezentare printr-un număr mic de valori

f (x) f̂ (x)

?
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Aproximare parametrică

Aproximare parametrică: f̂ (x) formă fixată,
valoare determinată de vector de parametri θ:

f̂ (x ; θ)

1 Aproximare liniară – combinaţie ponderată
de atribute (funcţii de bază) φ:

f̂ (x ; θ) = φ1(x)θ1 + φ2(x)θ2 + . . . φn(x)θn

=
n∑

i=1

φi(x)θi = φ>(x)θ

De notat: liniară ı̂n parametri, poate fi neliniară ı̂n x

2 Aproximare neliniară: rămâne ı̂n forma generală
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Aproximare parametrică liniară: Interpolare

Interpolare:
Grilă D-dimensională de puncte
Interpolare multiniară ı̂ntre puncte
Echivalentul atributelor piramidale
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Aproximare parametrică liniară: RBF

Funcţie de bază radială (Gaussiană):

φ(x) = exp
[
−(x − c)2

b2

]
(1-dim);

= exp

[
−

D∑
d=1

(xd − cd)2

b2
d

]
(D-dim)

Eventual, normalizare: φ̃i(x) = φi (x)P
i′ 6=i φi′ (x)
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Antrenarea aproximatoarelor liniare: CMMP

ns puncte (xj , f (xj)), obiectivul descris ca un sistem de
ecuaţii:

f̂ (x1; θ) = φ1(x1)θ1 + φ2(x1)θ2 + . . . φn(x1)θn = f (x1)

· · ·

f̂ (xns ; θ) = φ1(xns)θ1 + φ2(xns)θ2 + . . . φn(xns)θn = f (xns)

Formă matriceală:φ1(x1) φ2(x1) . . . φn(x1)
· · · · · · · · · · · ·

φ1(xns) φ2(x1) . . . φn(xns)

 · θ =

 f (x1)
· · ·

f (xns)

 Aθ = b
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CMMP (continuare)

Sistemul este supradeterminat (ns > n), ecuaţiile nu vor fi
toate satisfăcute cu egalitate.
Definim o funcţie de pierdere de tip eroare medie
pătratică:

L(θ) =
1
ns

ns∑
j=1

∣∣∣f (xj)− f̂ (xj ; θ)
∣∣∣2

Rezolvare ı̂n sensul celor mai mici pătrate:

θ∗ = arg min
θ
L(θ)

...algebră şi analiză liniară...
θ∗ = (A>A)−1A>b (⇐ (A>A)θ∗ = A>b)
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Exemplu de funcţionare al aproximatoarelor liniare

Aproximăm sin(x) pe intervalul [0, 2π]. De notat: Metoda nu are
access la funcţie, ci doar la eşantioane cu zgomot!
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Exemplu de funcţionare al aproximatoarelor liniare

Cum datele au un “deal” şi o “vale”, două RBFuri ar trebui
să fie suficiente
Parametrii θ1, θ2 scalează & reflectă RBFurile ı̂n aşa fel
ı̂ncât soluţia aproximată minimizează suma erorilor
pătratice ı̂ntre datele reale şi cele aproximate.
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Exemplu 2D: Funcţia “banană” Rosenbrock

f (x) = (1− x1)
2 + 100[(x2 + 1.5)− x2

1 ]2, x = [x1, x2]
>

Antrenare: 200 puncte distribute aleator
Validare: grilă de 31× 31 puncte
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Funcţia Rosenbrock: Rezultat cu aproximatoare liniare

Interpolare pe grilă 6x6: 6x6 RBFuri:

Interpolarea = colecţie de suprafeţe multiliniare
Aproximarea RBF mai netedă (RBFuri late)
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Aproximare parametrică neliniară: reţea neurală

Reţea neurală:
Neuroni cu funcţii de activare (ne)liniare
Interconectaţi pe mai multe straturi ascunse
+ 1 strat de ieşire
Prin legături ponderate şi bias-uri
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Funcţia Rosenbrock: Rezultat cu reţea neurală

Un nivel ascuns cu 10 neuroni şi funcţii de activare
tangent-sigmoidale (liniare pentru nivelul de ieşire). 500 epoci
de antrenare.

Datorită flexibilităţii mai bune a reţelei neurale, rezultatele sunt
mai bune decât cu aproximatoarele liniare.
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Reţea neurală pentru identificarea atributelor

De obicei, ultimul strat al unei reţele neuronale este liniar,
conducând din nou la un aproximator bazat pe atribute:

f̂ (x ; θ) = φ>(x ; θatr)θlin

unde θ = [θT
atr, θ

T
lin]

T .

Diferenţa cheie faţă de aproximarea liniară: atributele φ sunt
acum parametrizate – prin θatr – şi găsite automat de către
reţeaua neurală. În aproximarea liniară, atributele sunt
proiectate manual.

Per ansamblu, aproximatorul este neliniar!
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Atribute folosind reţele neuronale

Exemplu: Atribute găsite de o reţea neuronală convoluţională:

Detalii mai târziu
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Comparaţie ı̂ntre aproximatoare

aproximatoarele liniare mai uşor de tratat teoretic decât
neliniare
aproximatoarele neliniare sunt mai flexibile decât liniare
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1 Metode de aproximare

2 Aproximarea ı̂n DP&RL

3 Iteraţia Q cu interpolare

4 Iteraţia Q bazată pe date
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Aproximarea ı̂n RL

Probleme de rezolvat:
1 Reprezentare: Q(x , u), V (x), h(x)

Folosind metodele de aproximare discutate

2 Maximizare: ex. maxu Q(x , u)
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Maximizare soluţia 1: h implicit

Legea de control nu este reprezentată explicit

Acţiuni greedy calculate la cerere din Q̂:

h(x) = arg max
u

Q̂(x , u)

Problema principală: aproximarea funcţiei Q
Aproximatorul trebuie să garanteze
soluţie eficientă pentru arg max
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Maximizare soluţia 2: h explicit

Legea de control aproximată explicit: ĥ(x)

Avantaje:
Acţiuni continue mai uşor de folosit
Reprezentarea poate include mai uşor cunoştinţe a priori
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Focus: Soluţia 1, h implicit

În acest curs:

Legea de control nu este reprezentată explicit

Problema principală: aproximarea funcţiei Q
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Discretizarea acţiunilor

Aproximatorul trebuie să garanteze
soluţie eficientă pentru arg max

⇒ Tipic: discretizare acţiuni

Alege M acţiuni discrete u1, . . . , uM ∈ U
Calculează “arg max” folosind enumerare explicită

Exemplu: discretizare pe o grilă
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Aproximare ı̂n spaţiul stărilor

Tipic: atribute (funcţii de bază)

φ1, . . . , φN : X → [0,∞)

Ex. piramidale, RBF
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Funcţia Q aproximată cu acţiuni discrete

Date fiind:
1 N atribute φ1, . . . , φN
2 M acţiuni discrete u1, . . . , uM

Stochează:
3 N ·M parametri θ

(pentru fiecare pereche atribut –acţiune discretă)
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Funcţia Q aproximată cu acţiuni discrete (continuare)

Funcţia Q aproximată:

Q̂(x , uj ; θ) =
N∑

i=1

φi(x)θi,j = [φ1(x) . . . φN(x)]

θ1,j
...

θN,j


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Beneficiul aproximării ı̂n RL

Aproximarea permite aplicarea RL
ı̂n probleme realiste de control



Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

Exemplu: Pendul inversat

x = [unghi α, viteză α̇]>

u = voltaj

ρ(x , u) = −x>
[
5 0
0 0.1

]
x − u>1u

Factor de discount γ = 0.98

Obiectiv: stabilizează orientat ı̂n sus
Putere insuficientă⇒ balansează ı̂nainte & ı̂napoi
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Pendul inversat: Soluţie optimală

Stânga: Funcţia Q pentru u = 0 Dreapta: legea de control

Replay
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Întrebări ridicate de aproximare

1 Convergenţă: rămâne algoritmul convergent?

2 Calitatea soluţiei: la o distanţă controlată de optim?
3 Consistenţă: pentru un aproximator ideal, de precizie

infinită, este soluţia optimală regăsită?
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Algoritmii din partea IV ı̂n taxonomie

După utilizarea unui model:
Bazat pe model: f , ρ cunoscute
Fără model: doar date (ı̂nvăţarea prin recompensă)

După nivelul de interacţiune:
Offline: algoritmul rulează ı̂n avans
Online: algoritmul controlează direct sistemul

Exact vs. cu aproximare:
Exact: x , u număr mic de valori discrete
Cu aproximare: x , u continue (sau multe valori discrete)
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Approximator cu interpolare

Interpolare = BF piramidale

Fiecare BF i are centrul xi

θi,j poate fi văzut ca Q̂(xi , uj), din motivul:
φi(xi) = 1, φi ′(xi) = 0 pentru i ′ 6= i



Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

Iteraţia Q cu interpolare

Reamintim iteraţia Q clasică:
repeat la fiecare iteraţie `

for all x , u do
Q`+1(x , u)← ρ(x , u) + γ maxu′ Q`(f (x , u), u′)

end for
until convergenţă

Iteraţia Q cu interpolare
repeat la fiecare iteraţie `

for all centrele xi , acţiunile discrete uj do
θ`+1,i,j ← ρ(xi , uj) + γ maxj ′ Q̂(f (xi , uj), uj ′ ; θ`)

end for
until convergenţă
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Ilustraţie
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Lege de control

Reamintim legea optimală de control:

h∗(x) = arg max
u

Q∗(x , u)

În iteraţia Q cu interpolare:

ĥ∗(x) = arg max
uj , j=1,...,M

Q̂(x , uj ; θ
∗)

θ∗ = parametrii la convergenţă
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Convergenţă ı̂n imagini

Convergenţă monotonă la o soluţie aproape-optimală
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Convergenţă

Similar cu iteraţia Q clasică:
Fiecare iteraţie este o contracţie cu factor γ:

‖θ`+1 − θ∗‖∞ ≤ γ ‖θ` − θ∗‖∞
⇒ Convergenţă monotonă la θ∗



Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

Calitatea soluţiei

Caracterizăm aproximatorul prin distanţa minimă până la Q∗:

ε = min
θ

∥∥∥Q∗(x , u)− Q̂(x , u; θ)
∥∥∥
∞

Avem:
1 Suboptimalitatea rezultatului Q̂(x , u; θ∗) mărginită:∥∥∥Q∗(x , u)− Q̂(x , u; θ∗)

∥∥∥
∞
≤ 2ε

1− γ

2 Suboptimalitatea legii de control ĥ∗ mărginită, 4ε
(1−γ)2
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Consistenţă

Consistenţă: Q̂θ∗ → Q∗ pe măsură ce precizia creşte
Precizia măsurată prin rezoluţia δx a grilei de interpolare ı̂n
x , δu a grilei de discretizare ı̂n u

Date fiind anumite condiţii tehnice,

⇒ limδx→0,δu→0 Q̂θ∗ = Q∗ — consistenţă
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Pendul inversat: Iteraţia Q cu interpolare, demo

BF: grilă echidistantă 41× 21
Discretizare: 5 acţiuni, distribuite ı̂n jurul lui 0



Metode de aproximare Aproximarea ı̂n DP&RL Iteraţia Q cu interpolare Iteraţia Q bazată pe date

Pendul inversat: Iteraţia Q cu interpolare, demo
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Iteraţia Q bazată pe date

Pornim de la iteraţia Q cu interpolare şi o extindem:
folositoare cu alte aproximatoare decât interpolare
fără model – RL
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Algoritm intermediar bazat pe model

Reamintim iteraţia Q cu interpolare:
for all xi , uj θ`+1,i,j ← ρ(xi , uj) + γ maxj′ Q̂(f (xi , uj), uj′ ; θ`) end for

1 Folosim eşantioane stare-acţiune arbitrare
2 Extindem la aproximator generic
3 Găsim parametrii folosind cele mai mici pătrate

date fiind (xs, us), s = 1, . . . , ns
repeat la fiecare iteraţie `

for s = 1, . . . , ns do
calculează ţinta cu bootstrap pentru Q̂(xs, us; θ):
qs ← ρ(xs, us) + γ maxu′ Q̂(f (xs, us), u′; θ`)

end for
θ`+1 ← arg min

∑ns
s=1

∣∣∣qs − Q̂(xs, us; θ)
∣∣∣2

until terminare

Iteraţia Q cu interpolare echivalentă cu algoritmul generalizat dacă
eşantioanele sunt toate combinaţiile xi , uj
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Iteraţia Q bazată pe date: Algoritm

4 Folosim tranziţii ı̂n loc de model

Iteraţia Q bazată pe date

date fiind (xs, us, rs, x ′s), s = 1, . . . , ns
repeat la fiecare iteraţie `

for s = 1, . . . , ns do
calculează ţinta cu bootstrap pentru Q̂(xs, us; θ):
qs ← rs + γ maxu′ Q̂(x ′s, u′; θ`)

end for
θ`+1 ← arg min

∑ns
s=1

∣∣∣qs − Q̂(xs, us; θ)
∣∣∣2 =: L(θ)

until oprire

L este funcţia de pierdere
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Determinist versus stohastic

În cazul determinist, x ′s = f (xs, us), rs = ρ(xs, us)
– ı̂nlocuirile sunt exacte

În cazul stohastic, x ′s ∼ f̃ (xs, us, ·), rs = ρ̃(xs, us, x ′s)
⇒ Algoritmul rămâne valid; intuiţie:

Ideal, Q(x , u)← Ex′

{
r + γ maxu′ Q̂(x ′, u′; θ`)

}
Presupunând ns eşantioane, toate ı̂n (xs, us) = (x , u):

min
θ

ns∑
s=1

∣∣∣∣rs + γ max
u′

Q̂(x ′
s, u′; θ`)− Q̂(x , u; θ)

∣∣∣∣2

duce la Q̂(x , u; θ) ≈ E {. . . }
Chiar dacă (xs, us) nu se repetă, CMMP aproximează
valoarea aşteptată

Similar cu faptul că actualizările incrementale
Q(xk , uk )← Q(xk , uk ) + αk [Rk −Q(xk , uk )] converg la
valorile Q corecte
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Iteraţia Q ı̂n comparaţie cu TD şi DP

Ţintele sunt estimate ale Q∗ ce folosesc bootstrapping, şi
erorile din funcţia de pierdere sunt aşadar diferenţe
temporale – similar cu metodele TD.

Ca şi DP, actualizează sincron ı̂ntreaga funcţie Q pe tot
spaţiul stare-acţiune.
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Iteraţia Q bazată pe date: Convergenţă

Convergenţă la o secvenţă de soluţii,
fiecare din ele aproape-optimală
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Pend. invers: iteraţia Q ajustată cu interpolare, demo

Atribute: grilă echidistantă 11× 9
Acţiuni discretizate: 3 valori, +/- tensiune maximă şi 0
Set de date: 10000 de eşantioane, distribuite uniform ı̂n spaţiul
continuu x - discretizat u
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Terminologie engleză

atribut = feature
funcţie de bază = basis function
reţea neurală = neural network
strat, neuron, bias = layer, neuron, bias
funcţie de pierdere = loss function
cele mai mici pătrate = least squares
iteraţia Q cu interpolare = interpolated Q-iteration
iteraţia Q bazată pe date = fitted Q-iteration
consistenţă = consistency
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Exerciţii

1 Demonstraţi că actualizările iteraţiei Q cu interpolare:

θ`+1,i,j ← ρ(xi , uj) + γ max
j ′

Q̂(f (xi , uj), uj ′ ; θ`)

sunt contractive cu factorul γ. Indiciu: este esenţial că
atributele se ı̂nsumează la 1 şi, prin urmare, valoarea
aproximativă a funcţiei Q este o medie a parametrilor!

2 Care este limita distanţei ε dintre Q∗ şi spaţiul funcţiilor Q
reprezentabile atunci când δx → 0, δu → 0? Explicaţi de ce.

3 Scrieţi o metodă iteraţie V aproximată cu interpolare şi
demonstraţi că actualizările sale sunt contractive.

4 Scrieţi o metodă de iteraţie V bazată pe date. Este această
metodă independentă de model?
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