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o Metoda ARX

e Exemplu Matlab
e Garantie de performanta
@ ARX neliniar

Vom ramane in cazul cu intrari si iesiri scalare, cu exceptia anexei. ARX
neliniar este pentru proiect, nu va fi necesar pentru laboratoare.



Clasificare

Reamintim taxonomia modelelor din Partea I:

Dupa numarul de parametri:

@ Modele parametrice: au forma fixa (formuld matematica), numar
cunoscut si de obicei mic de parametri

@ Modele neparametrice: nu pot fi descrise cu un numar fix, mic de
parametri
Adesea reprezentate prin grafice sau tabele

Dupa cunostintele disponibile in avans (“culoare”):

@ Modele din principii de baza, cutie alba: complet cunoscute in
avans
@ Modele cutie neagra: complet necunoscute in avans

© Modele cutie gri: partial cunoscute

Metoda ARX produce modele parametrice, de tip polinomial.



De ce ARX?

@ Metoda pentru orice ordin, implementabila programatic, cu
garantii — ca si analiza de corelatie

@ Spre deosebire de analiza de corelatie, furnizeaza un model
compact, numarul de parametri fiind proportional cu ordinul
sistemului
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Reamintim: Timp discret

Ramanem in cazul de timp discret:

k u(t 1 k
ﬁ. Retinere ® Sistem y_()» v
Esantionare

Perioada de esantionare T;.
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Structura modelului ARX

In structura ARX, iesirea y(k) la pasul curent este calculaté din
intrarile si iesirile la pasi precedenti:
y(k)+ary(k—1)+ay(k—2)+...+ anay(k — na)
=biu(k — 1)+ bou(k — 2) + ... + bppu(k — nb) + e(k)
echivalent cu
y(k) = —ay(k —1) —ay(k = 2) — ... — anay(k — na
biu(k — 1)+ bau(k —2) + ... + bppu(k — nb) + e(k)

e(k) este zgomotul la pasul k.
Parametrii modelului: ay, a, ..., an, Si b1, bo, ..., bpp.

Nume: Model AutoRegresiv (y(k) depinde de valorile y precedente)
cu intrare eXogena (dependenta de u)
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Reprezentare polinomiala

Operatorul de deplasare g~ ':

q'2(k) = 2(k 1)
unde z(k) este orice semnal in timp discret.
Folosind g~ ', avem:

y(k)+ay(k—1)+ ay(k —2)+ ...+ anay(k — na)
=(1+ag " +aq 2+...+ auq ™)y(k) = Alq)y(k)
Si:
biu(k — 1)+ bou(k —2) + ... + bppu(k — nb)
= (b1q7" + b2q 2 + ... + buq ™)u(k) = B(q")u(k)
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Modelul ARX in forma polinomiala

Ca urmare, modelul ARX se poate scrie compact:
A(q")y(k) = B(q")u(k) + e(k)

Reprezentare grafica:

e(k:L
u(k) ,1 N 1 (k)
— ! B(q") >0 A YK
fiindca: ]

y(k) = m[B(q‘Uu(k) + e(k)]

Observatii: (1) Modelul ARX este general, poate descrie orice relatie
liniara intre intrari si iesiri. Zgomotul participa insa in model intr-o
maniera restrictiva, si mai tarziu vom descrie modele care
generalizeaza acest element. (2) Fara zgomot, am avea o functie
standard de transfer in timp discret.
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Model in forma de regresie liniara

Revenind la reprezentarea explicita recursiva:

y(k)=—aiy(k —1) — ay(k —2) — ... — anay(k — na)
biu(k — 1)+ bou(k —2) + ...+ bppu(k — nb) + e(k)
=[-y(k—1),...,—y(k—na),u(k —1),...,u(k — nb)]

a1, ana b1, ... b "+ e(k)
=" (k)0 + e(k)

ARX se supune asadar formei standard de model din regresia liniara!
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Vectors of regressors and parameters

Vector de regresori: (k) € R+ jesirile si intrérile precedente.
Vector de parametri: § € R"@"_ coeficientii polinoamelor.

k1) ar]
|- (k.— na) _ al,,a
o) = | k- 1) = by
| u(k —nb) |  bos]
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O paranteza despre notatia vectorilor

Toate variabilele vectoriale sunt implicit vectori coloana — standardul
din automatica. Adeseori le scriem sub forma unor linii transpuse,
pentru a economisi spatiu vertical:

a1 .
Q2| = [91, 2, g3
a3

Q:

De notat si: Q" = [g1, G2, 93]
De exemplu, in formula ARX:

y(k) =[-y(k=1),...,—y(k —na),u(k = 1),...,u(k — nb)]

(@1, 8na, b1, ... b)) + (k) = ¢ (k)6 + e(k)

(k) este coloana, dar trebuie transformat in linie pentru ca produsul
vectorial sa fie corect. Deci il transpunem: ¢ " (k), obtinand linia
[-y(k —1),...] (de notat ca linia nu este transpusa). Pe de alta
parte, 6 trebuie sa fie coloana in produsul vectorial, deci nu este
transpus; dar pentru convenienta il scriem sub forma unei linii
transpuse, [ay, . . .]T (observati transpusal).
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Problema de identificare

Consideram un set de date u(k), y(k), k =1,..., N, din care trebuie
aflati parametrii 6 ai modelului.

Pentru orice k:
y(k) =" (k)0 + (k)

unde (k) este interpretat acum ca o eroare in ecuatie (de unde si
notatia schimbata).

Obiectiv: minimizarea erorii medii patratice:
1N

V() = 5 D e(k)?

k=

1

Observatie: Cand k < na, nb, valori ale u si y la momente de timp
negative sau zero sunt necesare pentru construirea . Aceste valori
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Sistem liniar de ecuatii

y(1)=[-y(0) - —y(1—na) wu(0) --- u(1—nb)]o
y2)=[-y(1) -+ -y(2—na) u(l) --- u(2—nb)]o
y(N)=[-y(N-1) - —y(N—na) u(N-1) --- u(N-nb)]6
Forma matriceala:
y(1) -y(©) - —y(1-na) u©) - u(l-nb)
y@| | oy e —y@-na) u(t) - u(2 - nb) y
y(N) —y(/\:/— 1) —y(N:— na) u(N:— 1) - u(N-nb)
Y =0

cu notatiile Y € RN si & ¢ RN*(natnb),
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Solutia ARX

Din regresia liniard, parametrii care minimizeaza } 22’21 (k)? sunt:
h=(o"o) o7y

Cum noua functie obiectiv V() = ; Zf:1 e(k)? este proportionala cu
criteriul de mai sus, aceeasi solutie minimizeaza si V/(9).
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Solutia pentru seturi mari de date

In cazul in care numérul N de date este foarte mare, forma de mai
sus este impractica pentru identificare. O forma mai buna este cea
alternativa mentionata in partea de regresie liniara:
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Solutia pentru seturi mari de date (continuare)

O problema ramasa: suma celor N termeni poate fi mare, ducand la
probleme numerice: (matrice de numere foarte mari)~'- vector de
numere foarte mari.

Solutie: Normalizarea valorilor prin impartirea fiecarui element cu N.
In ecuatii, N se simplifica deci nu are nici un efect asupra dezvoltarii

analitice, dar in practica aceasta impartire mentine numerele la valori
rezonabile.

—1

~ 1
9:

2|

N
> e(k)e" (k)
k=1

Cum ramane cu Tmpartirea sumei la N? Se poate efectua recursiv,
fara a implica niciodata numere mari - detalii mai tarziu.



Utilizarea modelului
Predictie cu un pas inainte: Secventa de iesiri reale este cunoscuta,
deci toate valorile precedente sunt disponibile si pot fi inlocuite in
formuld, pe langa coeficientii extragi din 6:
J(k)=—aiy(k—1)—ay(k—2)—...— anay(k — na)
biu(k — 1)+ bou(k —2) + ... + bppu(k — nb)
Semnalele la momente negative si zero de timp pot fi luate 0.
Exemplu: In ziua k — 1, predictia meteo pentru ziua k.
Simulare: legirile reale sunt necunoscute, trebuiesc inlocuite cu
iesirile simulate la iteratii anterioare: y(k — i) inlocuit cu y(k — i):
y(k)=—aiy(k=1) - aj(k—2) — ... - any(k — na
biu(k — 1)+ bou(k —2) + ...+ bppu(k — nb)
(iesirile simulate la pasi negativi si zero pot fi si ele luate 0.)

Exemplu: Simularea raspunsului unui avion la comenzi ale pilotului
intr-o situatie de urgenta, care ar fi periculoasa pentru sistemul real.
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Nota despre utilizarea modelelor

Mai multe tipuri de modele se pot utiliza in predictie sau simulare, nu
doar ARX.
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FIR este un caz particular de ARX

Alegand A =1 (na = 0) in ARX, obtinem:

Y
=
I
vy}

nb

= 3~ hGu(k — )+ e(k)

modelul FIR din analiza de corelatie!

(q"u(k) +e(k) =D bu(k — j) + e(k)

j=1

Mai detaliat, luam nb = M — 1 si b; = h(j). De notat ca h(0),
raspunsul la impuls la momentul 0, se presupune egal cu 0 — adica
sistemul nu raspunde instantaneu la schimbari ale intrarii.

(.
W a@)

e(k)

+

T y(k)

—
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Diferenta fundamentala intre ARX si FIR

Cum ARX include o relatie recursiva intre iesirea curenta si cele
precedente, este suficient sa luam ordinele na si nb egale cu ordinul
sistemului dinamic.

Modelul FIR are nevoie de un ordin nb (lungime M) suficient de mare
pentru a modela intregul regim tranzitoriu al raspunsului la impuls (in
mod ideal recuperam modelul corect doar daca M — o).

= mai multi parametri = mai multe date necesare pentru identificare.
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Date experimentale

Se dau doua seturi de date, unul pentru identificare, celalalt pentru

validare.
plot (id); Siplot (val);
y1 y1
2 3
15 2 e
; Vs \ ~ o / \VA 2 /'7 - 4/,
05 / /
N o
05 1
[ 5 10 15 20 10 20 30 40 50
Time Time
ut ul
25 25¢
2 2l
15
1 15
05 1
5 10 15 20 [ 10 20 30 40 50

Time Time

Observatii: Intrarea de identificare: semnal pseudo-aleator binar.
Intrarea de validare: o secventa de semnale treapta.



Identificarea unui model ARX
model = arx(id, [na, nb, nk]);
Argumente funcfie:

@ Datele de identificare.
@ Vector continand ordinele A si B, si intarzierea nk.

Structura diferita de cea teoretica: include o intarziere minima nk
intre intrari gi iegiri, utila pentru a modela sistemele cu timp mort.

y(k) + ary(k — 1)+axy(k —2) + ... + anay(k — na)
= byu(k — nk)+bou(k —nk —1) + ...+ bppu(k — nk — nb+ 1) + e(k)
A(g "y (k) = B(g " u(k — nk) + e(k), unde:
A =(+aqg ' +aqg?+...+ang ™)
B(g™") = (b1 + boq" + bppg~ ™)

Structura teoretica se obtine luand nk = 1. Pentru nk > 1, noua
structura se poate transforma in cea teoretica alegand un polinom B
de ordinul nk + nb — 1, cu primii nk — 1 coeficienti nuli:

Bheor(™') = 097" +...0g7 ™" + b1g™"™ + ... + bpg "
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Validarea modelului

Presupunand ca sistemul este de ordinul 2, in forma ARX, si fara
intarzieri, alegem na =2, nb = 2, nk = 1. Validare:
compare (model, wval);

y1. (sim)

_ model; measured
2 1 val; fit: 91.16%

16

14

12

y1

0.8

0.6

0.4

0.2

Rezultatele nu sunt bune.
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Selectia structurii

Alternativa: incercam mai multe structuri diferite si o alegem
pe cea mai buna.

Na
Nb
Nk
NN
\

1:15;
1:15;
1:5;
struc(Na, Nb, Nk);

arxstruc (id, wval, NN);

@ struc genereaza toate combinatiile de ordine in Na, Nb, Nk.

@ arxstruc identifica pentru fiecare combinatie un model ARX
(pe datele din primul argument), il simuleaza (pe datele din al
doilea argument), si returneaza toate valorile MSE pe prima linie
din v (vezi help arxstruc pentru formatul variabilei v).
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Selectia structurii (continuare)

Pentru a alege structura cu valoarea MSE minima:
N = selstruc (v, 0);
Pentru datele noastre, N= [8,7,1].

Alternativ, selectie grafica: N = selstruc (v, ’plot’); Click pe
bara corespunzatoare modelului optim (rosu), apoi “Select”, “Close”.
=IOl

File ©Options Style  Help

Madel Misfitvs number of par's
Mumber of par's

F

£ Green: MOL Choice

z Red: AIC Choice fis

& 003 Red: Best Fit Misfit=0.0044922
§ ha=g

£ ooz nb=7

2 k=1

=

2 0m Select
=

s Close
i

£ 0 Help
juu}

0 10 20 30 40
Mumber of par's
Inspect models by clicking bars or press SELECT.

(Mai tarziu vom discuta selectia intre modele alternative cu alte
criterii decat MSE.)
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Validarea celui mai bun model ARX

model = arx(id, N); compare (model, val);

Measured Output and Simulated Model Output
25

Measured Output
model Fit: 97.77%

r \/\

y1

0.5

0 10 20 30 40 50
Time

Rezultatele sunt mai bune. Sistemele de ordinul 8 sunt insa destul de
rare Tn practica, probabil se intampla ceva mai complicat... vom relua
ideea Tn cursurile urmatoare.
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Rezulta

Ipoteze
@ Exista un vector corect de parametri 6y pentru care:
y(k) = ¢ (K)o + v(k)
unde v(k) este un proces stohastic stationar independent de
u(k).
@ E {p(k)p ' (k)} este o matrice inversabila.
Q E {p(k)v(k)} =0.

Teorema

Identificarea ARX este consistenta: parametrii estimati 6 converg la
cei corecti 6y, la limita cand numarul de date creste la infinit N — co.
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Discutie ipoteze

@ Ipoteza 1 este echivalenta cu existenta unor polinoame corecte
Ao(g™"), Bo(q~ ) pentru care:

Ao(q ")y (k) = Bo(q")u(k) + v(K)
Pentru a motiva Ipoteza 2, reamintim
7= [H S0 ke [H SN ek (o)
Cand N — oo, Yk w(k)e (k) — E {p(K)eT (K)}.

@ E {p(k)p ' (k)} este inversabila daca datele sunt “suficient de
informative” (de ex. u(k) nu trebuie sa fie un feedback simplu de
la y(k); vezi S6derstrdm & Stoica pentru discutii adifionale).

Q E {p(k)v(k)} = 0 de ex. daca v(k) este zgomot alb. Mai tarziu,
vom rediscuta Ipoteza 3 si rolul conditiei E {¢(k)v(k)} = 0.
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Rezumat

@ Structura de model ARX si reprezentarea cu polinoame in g~
@ Forma de regresie liniara cu regresori ¢ si parametri 6

@ Solutia problemei de regresie liniara. Rescriere pentru seturi
mari de date

@ Utilizarea modelului pentru predictie si simulare

@ Relatia cu FIR

@ Exemplu Matlab.

Garantie de acuratete simplificata.



ARX neliniar

Continut

@ ARX neliniar



ARX neliniar
@000

Structura ARX neliniara

Reamintim ARX standard:

y(k)=—aiy(k —1) —ay(k—2)— ... — anay(k — na)
biu(k — 1)+ bou(k — 2) + ... + bppu(k — nb) + e(k)

Dependenta liniara de iesirile precedente y(k — 1),...,y(k — na) si
intrarile precedente u(k — 1),...,u(k — nb).

ARX neliniar (NARX) generalizeaza la orice dependenta neliniara:

y(k) =g(y(k —1),y(k=2),...,y(k — na),
u(k —1),u(k —2),...,u(k — nb); 6) + e(k)

Functia g este parametrizata de 0 € R”, si acesti parametri pot fi alesi
pentru a recupera datele de identificare, identificand astfel un sistem
dinamic neliniar.



NARX polinomial
In cazul nostru particular, g este un polinom de gradul m in iesirile si

intrarile precedente:

y(k)=p(y(k —1),...,y(k —na),u(k —1),...,u(k — nb)) + e(k)
=: p(d(k)) + e(k)

unde d(k) = [y(k —1),....y(k — na),u(k —1),...,u(k — nb)] " este
vectorul de semnale precedente.

De ex., pentru ordinele na= nb = 1 (de unde
d(k) = [y(k —1),u(k —1)]") si gradul m = 1, modelul este:

y(k)=ay(k—1)+bu(k — 1)+ c+ e(k)

si daca impunem in plus ¢ = 0, recuperam modelul ARX liniar
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NARX polinomial (continuare)

Pentru aceleasi na = nb =1 si gradul m = 2:

y(k) =ay(k —1) + bu(k — 1) + cy(k — 1)2
+du(k —1)? + wu(k —1)y(k — 1) + z + e(k)

Observatii:

@ A nu se confunda cu forma polinomiala liniara
A(g~")y(k) = B(g~")u(k) + e(k)

@ Parametrii sunt acum coeficientii tuturor polinoamelor, de ex.
0=l[ab,cdwz"

@ Regresia liniara functioneaza ca de obicei, gasind parametrii
care minimizeaza valoarea MSE-ului!

@ y si ula momente zero si negative pot fi luate 0,
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Reamintim predictie versus simulare

Predictie cu un pas nainte: lesirea reala a sistemului este cunoscuta,
deci vectorul de semnale intarziate d(k) este disponibil:

x(k) =[y(k =1),...,y(k — na),u(k —1),..., u(k — nb)] "

y(k) =g(d(k); 0)

Simulare: legirea reala este necunoscuta, folosim iegirile simulate
anterior pentru a construi o aproximare a lui d(k):

X(k) =[y(k —1),...,y(k — na),u(k —1),...,u(k — nb)] "
y(k) =g(d(k); 8)
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Sistem MIMO

Pana acum am considerat y(k) € R, u(k) € R,
sisteme Single-Input, Single-Output (SISO)

Multe sisteme sunt Multiple-Input, Multiple-Output (MIMO).
De ex., avion. Intrari: putere motoare, eleron, elevator, carma.
lesiri: viteza, deviatii unghiulare Tn jurul celor trei axe.
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ARX MIMO

Mai departe consideram y(k), e(k) € R, u(k) € R™.
Model ARX MIMO:

A(q ")y (k) = B(q~")u(k) + e(k)
AGY=1+Aq " +...+Aaqg "™
B(g")=Big"+...+Bpg ™

unde / este matricea identitate ny x ny, As, ..., Apg € RV*W,
By,...,Bpp € RY*M,



Anexa: Intrari si iesiri multiple
[e]e] lele]ele]ele]

Exemplu concret

Luam na=1, nb =2, ny = 2, nu = 3. Atunci:

A(q "y(k) = B(q~"u(k) + e(k)
Alg ") =1+ Aq’

T I A S P
B b2 b B bP B



Anexa: Intrari si iesiri multiple

[e]e]e] le]elelele]

Exemplu concret (continuare)

(o 5+ & o) [aca)

k)

b11 pl2 p13] b” pl2 pi3] us( e (k

({bm b122 béa}q1 {bm b%z b‘%s}q 2) u(k)| + e;ékg
1 g > > us(K)

Relatie explicita:

yi(k) 4+ allyi(k — 1) + al?ys(k — 1)
= bi'us(k — 1) + bi2ua(k — 1) + bi°us(k — 1)
+ bl'uy(k — 2) + bY2us(k — 2) + bi3us(k — 2) + eq(k)
Ya(K) + &' y1(k — 1) + &ya(k — 1)
b uy(k — 1) + b2ua(k — 1) + b2Pus(k — 1)
+ b5'uy(k — 2) + b3 ua(k — 2) + b33 ug(k — 2) + ex(k)
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Exemplu Matlab

Consideram un reactor de tip continuous stirred-tank reactor, CSTR:

Cooling Jacket

Product

Credit imagine: mathworks.com
Intrare: debit Q al agentului de racire
lesiri:
@ Concentratia C4 a substantei A in amestec
@ Temperatura T a amestecului



Anexa: Intrari

iesiri multiple

[e]e]e]e]e] lelele]

Matlab: Date experimentale

Q [Vmin]

C, Imol]
°

0 50 100 150 200 250 300

Stanga: identificare, Dreapta: validare

v /‘JJLWL[“’\'JJ‘M"\“‘HVMF“L"’ ,JLFJJL'\JJWN\«»M/W( L\"‘ i

ey
50 100 150 200 250 300

M A
ISP I P, TS

IS o e gy
e e N VI

50 100 150 200 250 300
KT,

110 . _— . :
5 M [T
E 100} o y Iy i ¥
s ﬂﬁ;m Il
£y
0 20 40 60 80 100
02
S o5t
£ Ny
L ! \A —|
IR SN | N\ I
005 . \ . .
0 20 40 60 80 100
450
I~ \ [~V Y A
£ w0 AN AL/ | [~y v
. \ /\/‘\u WA
\p
430
0 20 40 60 80 100
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Matlab: ARX MIMO, diferit de teorie

al(qg') a%qg") ... a™(q")
21( ~y— 2(~—1 ny(~—1
Ag = | &'@ aq") ... &v(@q")
any1(q—1) anyZ(q—1) anyny(q—1)
_ 1 dacai=j i i pa
if 1 _ Ul 1 I i naj
2(a) {o altfel TaqE T A
b11(q—1) b12(q—1) b1nu(q—1
g_ |PP(@) b9 ... Mg
bny1'(.c'7—1) bny2(q—1) L bnynu(q—1)

bij(q—1) b q_”klf +. .+ beUq_nkﬁ_nb[j+1
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Matlab: Identificarea modelului
m = arx(id, [Na, Nb, Nk]);

Argumente functie:

@ Datele de identificare.
@ Matrici cu ordinele polinoamelor din A, B, si intarzieri nk:

[naiy1 ... nainy |
Na=| ...
_nany1 e nanyny_
_nb11 nb1,-,u_
Nb=| ...
_nbny1 e nbnynu_
nk11 ce nk1 nu
Nk=1| ...
_nkny1 “ee nknynu
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Matlab: Rezultate

Luam na =2, nb = 2, si nk = 1 peste tot in elementele matricilor:

Na = [2 2; 2 2]; Nb = [2; 2]; Nk = [1; 171;
m = arx(id, [Na Nb Nk]);
compare (m, val);

Measured Qutput and Simulated Model Output
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