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Partea IV

Analiza de corelatie



Continut

o Metoda analizei de corelatie
@ Derivare analitica
@ Un algoritm practic. Modelul FIR



Motivatie 1

De ce alte metode pe langa de analiza in domeniul timp?

Analiza in domeniul timp a raspunsurilor la treapta si impuls:

@ Se poate aplica doar pentru cateva valori ale ordinului sistemului
@ Trebuie de obicei efectuata (semi-)manual
@ Produce un model imprecis, euristic al sistemului

Metodele de identificare pe care le vom discuta mai departe:

@ Functioneaza pentru orice ordin al sistemului
@ Furnizeaza algoritmi automati, complet implementabili
@ Garanteaza acuratetea solutiei (in anumite conditii tehnice)



Motivatie 2

De ce analiza de corelatie?

@ Cea mai apropiata de analiza in domeniul timp (modelul este
raspunsul la impuls)

@ Model “cu adevarat” neparametric
@ O metoda “simpld” din randul tehnicilor generale de identificare



Clasificare

Reamintim taxonomia modelelor din Partea I:

Dupa numarul de parametri:

@ Modele parametrice: au forma fixa (formuld matematica), numar
cunoscut si de obicei mic de parametri

@ Modele neparametrice: nu pot fi descrise cu un numar fix, mic de
parametri
Adesea reprezentate prin grafice sau tabele

Dupa cunostintele disponibile in avans (“culoare”):

@ Modele din principii de baza, cutie alba: complet cunoscute in
avans
@ Modele cutie neagra: complet necunoscute in avans

© Modele cutie gri: partial cunoscute

Analiza de corelatie este 0 metoda cu adevarat neparametrica;
produce un model sub forma de raspuns la impuls.
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Reamintim: model in timp discret
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Raspunsul discret la impuls
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Semnal impuls unitar in timp discret:
1 k=0
ui(k) =
0 k>0

(nu are aria 1, fiind agadar diferit de realizarea in timp discret a
impulsului continuu!)

Raspuns discret la impuls:

h(k), k > 0 se numeste si functia pondere a sistemului.



Convolutie

Raspunsul (fara perturbatii) la o intrare arbitrara u(k) este convolutia
intrarii cu raspunsul discret la impuls:

k)= h(j)u(k —
j=0

Intuitie: Luam semnalul ;(k) egal u(j) at k = j, si 0 in rest; U;(k) este
o versiune deplasata si scalata a impulsului unitar:

Uj(k) = u(j)u(k — j)
Raspunsul la (k) este agadar o versiune deplasata si scalata a
raspunsului la impuls:

yi(k) = u()h(k - j)

Dar u(k) = superpozi;ia mai multor semnale &, i datorita liniaritafii:

Zy/(k Z h(k—j) = Zh(/ —))=>_ h()u(k—
j=0 j=0
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Model de tip raspuns la impuls

v(k)
u(k) Sistem R y y(k)
in timp discret N

y(k) = Zh(/)u(k —J) + v(k)

/=0

Include pe langa modelul ideal si o componenta de perturbatie v(k).
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Ipoteze

Ipoteze

@ Intrarea u(k) este un proces stohastic stationar.
@ Intrarea u(k) si perturbatia v(k) sunt independente.

Reamintim:

@ Independenta variabilelor aleatoare.

@ Proces stohastic stationar: aceeasi medie la orice moment de
timp, covariania depinde doar de diferenta intre pasii de timp.
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Functii de covariania

Functiile de covarianta de definesc astfel:

ry(7) = E{y(k+ 7)u(k)}
ru(r) = E{u(k + 7)u(k)}

Observatie: Aceste cantitati sunt covariantele adevarate doar daca
intrarea si iesirea sunt de medie zero. Daca aceasta conditie nu este
satisfacuta, atunci mediile nonzero trebuiesc eliminate din semnale
inainte de a aplica algoritmul.
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Relatia intre covariante si raspunsul la impuls

Daca nu ar exista perturbatii, atunci:

fyu(7) = E{y(k+7)u(k)}

=3 B ulk+ 7~ Uk} = > AG)l )

Erorile generate de perturbatii sunt tratate implicit mai tarziu, folosind
regresia liniara.
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Identificarea raspunsului la impuls

Scriem ecuatia covariantelor pentru toate valorile 7:

ryu(0) = Z h(j)ru(=j) = h(0)ru(0) + h(1)ru(=1) + h(2)ru(-2) + ...

(1) =Y h(i)ru(1 = j) = h(0)ru(1) + h(1)ru(0) + h(2)ru(=1) + ...

obtinand (in principiu) un sistem infinit de ecuatii liniare:

@ Coeficientii sunt r,(7), ryu(7).
@ Necunoscutele sunt h(0), h(1),...: solutia sistemului.

Urmeaza un algoritm practic, ce foloseste un set finit de date.
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Continut

o Metoda analizei de corelatie

@ Un algoritm practic. Modelul FIR
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Obtinerea covariantelor din date: r,

Se dau semnalele u(k), y(k),unde k =1,... N.
Pentru valori pozitive 7, avem:

ry(t) = E{u(k + m)u(k)}
i (k+7)u
k:

=:ry(7), vr >0

%

si ry(—7) = 1y(7) pentru 7 < 0, u fiind un proces stationar.
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Obtinerea covariantelor din date: ry,

Pentru valori 7 pozitive si negative:

fyu(7) = E{y(k + 7)u(k)}

NZ y(k+1)u dacart >0
-~ =

N Z y(k + 7)u(k) dacd T <0

k=1+|7|

=:Tyu(7), vr >0
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Modelul raspuns finit la impuls
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Impunem conditia h(k) = 0 pentru k > M. Obtinem modelul de tip
raspuns finit la impuls (en. finite impulse response, FIR):

Zh(f u(k —j) + v(k)

Equatia covariantelor este trunchiata in acelasi fel:
M-1

ryu(T) = h(j)ru(T — /)
j=0

De notat: M trebuie selectat pentru a avea MT; > constantele de
timp dominante (sistemul sa fie aproape in regim stationar)
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Sistem liniar de ecuatii

Folosind 7,,, 7, estimate din date, scriem ecuatjile trunchiate pentru
7=0,...,T—1({indnd cont ca 7,(—7) = 1,(7)):

M—1
L0 = X M)
_mm(m+M)()+m+MM—UMM—U
(1) = Z PGt )

—h(O) u(1) + h(1)7,(0) + ... + h(M — 1)1,(M — 2)

g
L

?YU(T_1): h()ru(T =1 -))

OM

() (T—=1)+h()r(T—-2)+ ...+ h(M—1)r,(T — M)

— un sistem liniar de T ecuatii cu M necunoscute h(0),...,h(M —1).



Sistem liniar (continuare)

in form& matriceala:

7,u(0) 7,(0) L) . T(M=1) h(0)
() || () 0) ... Tu(M-2) h(1)
?yu(T:—1) ?u(T:—1) W(T-2) ... T(T-M) h(M:—1)

Selectia naiva T = M ar furniza o solutie exacta a sistemului, dar
datorita zgomotului si perturbatiilor aceasta solutie ar fi

supra-antrenata. Este asadar necesar sa avem T > M (preferabil,
T> M).

Putem acum aplica metodologia de regresie liniara (vezi Partea 3)
pentru a rezolva problema.
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Utilizarea modelului FIR

Dupa ce sistemul a fost rezolvat obtinand ponderile estimate h,
prezicem iegirea cu:

<>
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Caz special: Intrare de tip zgomot alb

Consideram cazul in care intrarea u(k) este zgomot alb de medie
zero.

Atunci, r,(7) = 0 pentru orice 7 # 0 (zgomotul alb fiind necorelat), iar
ru(t) = ijo h(j)ry( — j) se reduce la:

ryu(T) = h(7)ru(0)

Rezulta algoritmul foarte simplu:



Exemplu Matlab

Continut

9 Exemplu Matlab



Exemplu Matlab
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Date experimentale

Se dau urmatoarele seturi de date, separate pentru identificare si

validare.
plot (id); and plot (val);
Input-Output Data Input-Output Data
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De notat ca intrarea de identificare este zgomot alb, dar intrarea de
validare nu este. Setul de identificare contine 2500 de esantioane.
Observam ca semnalele sunt de medie zero.
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Covarianta intrarii

[c, tau] = xcorr(id.u); andplot (c, tau);
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Intrarea este zgomot alb.



Exemplu Matlab
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Aplicarea analizei de corelatie

fir = cra(id, M, 0); sau fir = cra(id, M, 0, plotlevel);
Argumentele funciiei:

@ Datele de identificare.
@ Lungimea M a modelului de tip FIR, fixata aici la 45.

© Al treilea argument egal cu 0 inseamna ca nu se efectueaza
albirea intrarii.

Tratarea intrarilor ne-ideale:

@ Daca intrarea nu are medie zero, setul de identificare trebuie
trecut prin functia det rend pentru a scadea valorile medii din
semnale.

@ Daca intrarea nu este zgomot alb, al treilea argument trebuie
|asat egal cu valoarea implicita (nespecificandu-l, sau fixandu-|
egal cu o matrice vida), ceea ce va duce la albirea semnalului de
intrare.
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Aplicarea analizei de corelatie (continuare)

Implicit (sau cand plotlevel=1) parametrii modelului FIR sunt
reprezentati grafic impreuna cu un interval de incredere de 99%.

12 Impulse response estimate
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plotlevel=2 reprezinta grafic de asemenea si functiile de
covarianta.
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Rezultate pe datele de identificare

vhat = conv(fir, id.u); yhat = yhat (l:length(id.u));

Pentru a simula modelul FIR, trebuie efectuata convolutia intre
parametrii FIR si intrare. legirea simulata este mai lunga decat este
necesar, si este asadar trunchiata la lungimea corecta.

3 ‘ MSE=0.01 .

System
FIR model
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Validarea modelului FIR

yvhat = conv (fir, val.u); yhat = yhat(l:length(val.u));

MSE=0.16
15 T T

System
FIR model

k*T

s

Rezultatele sunt rezonabile, dar nu excelente.
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Detalii despre semnale

lesirea reala a sistemului
Masuratori
lesirea modelului
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Alternativa: functia impulseest

model = impulseest (id, M); Ormodel = impulseest (id);

Foloseste un algoritm mai avansat decat cel studiat la curs.



Garantii
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Continut

e Garantie de acuratete (simplificata)



Ipoteza aditionala

Q |Intrarea u(k) este zgomot alb de medie zero.

Teorema

Pentru intrare de tip zgomot alb, valorile estimate 77(7) converg la
valorile reale h(7) cand numarul de esantioane N tinde la infinit.

Observatie: Acest tip de rezultat, in care solutia corecta este obtinuta
la limita numarului infinit de date, se numeste consistenta.

Garantii
oce
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