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Partea IV

Aproximare. Programarea dinamica cu
aproximare. Invatarea prin recompensa
offline



RL pentru un robot-portar (TUDelft)

invata sa prinda mingea folosind camera video




Nevoia de aproximare

@ RL clasica — reprezentare sub forma de tabel, de ex.
Q(x, u) separat pentru toate valorile x si u

o in aplicatii reale de control, x, u continue!

k|

F

@ Reprezentarea prin tabel imposibila



Nevoia de aproximare (continuare)

In aplicatii reale de control,
functiile de interes trebuie aproximate




Partea IV in plan

Problema de invatare prin recompensa
Solutia optimala

Programarea dinamica (variabile discrete)
Invatarea prin recompensa (variabile discrete)
P IV: Tehnici de aproximare

P IV: Programarea dinamica cu aproximare (var.
continue)

Invatarea prin recompensa cu aproximare (var. continue)
Planificarea online (var. continue si discrete)



Continut partea IV

0 Metode de aproximare

e Aproximarea in DP&RL

Q Iteratia Q cu interpolare (fuzzy Q)
e Iteratia Q bazata pe date

e Iteratia pe legea de control cu cele-mai-mici-patrate
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Aproximare

Aproximare:
functie cu un numar infinit de valori
— reprezentare printr-un numar mic de valori

f(x) f(x)

True values y
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Aproximare parametrica

Aproximare parametrica: ?(x) forma fixata,
valoare determinata de vector de parametri 6:

~

f(x;0)

@ Aproximare liniara — combinatie ponderata
de functii de baza ¢:

F(x:0) = 61(X)01 + 62(X)02 + ... on(X)0n
=Y ()0 = ¢ (x)0
i=

De notat: liniara in parametri, poate fi neliniara in x

© Aproximare neliniara: rdmane in forma generala
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Aproximare parametrica liniara: Interpolare

Interpolare:
@ Grila D-dimensionala de puncte
@ Interpolare multiniara intre puncte
@ Echivalent cu functii de baza piramidale

05

u
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Aproximare parametrica liniara: RBF

Functie de baza radiala (Gaussiana):

_ 2
#(x) = exp [—(XC)} (1-dim);

b2
D
— exp [— S (Xd_f")zl (D-dim)
d=1 by

; e __ ¢i(x)
Eventual, normalizare: ¢;(x) = S 00

o(x)
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Antrenarea aproximatoarelor liniare: CMMP

@ n, puncte (x;, f(x;)), obiectivul descris ca un sistem de
ecuatii:

o~

f(x1;0) = $1(x1)01 + ¢2(X1)02 + ... on(X1)0n = f(X1)

o~

f(Xng; 0) = &1(Xn, )01 + d2(Xn,)02 + . .. dn(Xn,)0n = f(Xn,)
@ Forma matriceala:
P1(x1)  P2(x1) ... on(x )] {f()ﬁ )}
e = ... A= b
&1(Xn,) @2(x1) ... én(Xn,) f(Xn,)

@ Regresie liniara, vezi SysID
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CMMP (continuare)

@ Sistemul este supradeterminat (ns > n), ecuatiile nu vor fi
toate satisfacute cu egalitate.
= Rezolvare in sensul celor mai mici patrate:

2
f(x;) — 7(x:6)

...algebra si analiza liniara...

0 0=(ATA)TATb  (Intuitie: (ATA)) = AT b)
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Exemplu: Functia “banana” Rosenbrock

True values y

@ f(x)=(1—x)2+100[(x2 + 1.5) — x2]2,  x=[x1,x]"
@ Antrenare: 200 puncte distribute aleator
@ Validare: grila de 31 x 31 puncte
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Functia Rosenbrock: Rezultat cu aproximatoare liniare

6x6 RBFuri: Interpolare pe grila 6x6:

RBFs output; MSE=5399 linearinterp output; MSE=4175

2000
1500
1000

@ Aproximarea RBF mai neteda (RBFuri late)
@ Interpolarea = colectie de suprafete multiliniare
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Aproximare parametrica neliniara: retea neuronala

Retea neuronala:
@ Neuroni cu functii de activare (ne)liniare
@ Interconectati prin legaturi ponderate
@ Pe nivele multiple

OO

00 O
OO O
O O
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Functia Rosenbrock: Rezultat cu retea neuronala

Un nivel ascuns cu 10 neuroni si functii de activare
tangent-sigmoidale (liniare pentru nivelul de iesire). 500 epoci
de antrenare.

NN output, MSE=300.83

Datorita flexibilitatii mai bune a retelei neuronale, rezultatele
sunt mai bune decéat cu aproximatoarele liniare. 01
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Aproximare neparametrica

Aproximare parametrica:
forma, numar de parametri fixate

Aproximare neparametrica:
forma, numar de parametri depind de date
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Aproximare neparametrica: LLR

Regresie liniara locala, LLR:

@ Baza de date cu puncte de forma (x, f(x))

@ Pentru xo dat, gaseste k cei mai apropiati vecini
@ Rezultat calculat cu regresie liniara (CMMP) pe vecini

f(x),

f

X,)
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Functia Rosenbrock: Rezultat cu LLR

Baza de date = 200 de puncte de antrenament; k = 5
Validare: grila de 31 x 31 puncte

LLR output; MSE=1600

2000,
1500
1000

@ Performanta intre aproximatoarele liniare si reteaua
neuronala
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Comparatie intre aproximatoare

In combinatie cu RL

@ liniare mai usor de tratat teoretic
decat neliniare

@ parametrice mai usor de tratat teoretic
decat neparametrice

Flexibilitate
@ neliniare mai flexibile decat liniare
@ nonparametrice mai flexibile decat parametrice:
forma aprox. parametrice trebuie adaptata manual

@ nonparametrice se adapteaza la date:
complexitatea trebuie controlata cand #date creste



Aproximarea in DP&RL

9 Aproximarea in DP&RL
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Aproximarea in RL

Probleme de rezolvat:

@ Reprezentare: Q(x, u), V(x), h(x)
Folosind metodele de aproximare discutate

@ Maximizare: ex. max, Q(x, u)
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Maximizare solutia 1: A implicit

@ Legea de control nu este reprezentata explicit
@ Actiuni greedy calculate la cerere din Q:

h(x) = argmax a(x, u)
u

@ Problema principala: aproximarea functiei Q

@ Aproximatorul trebuie sa garanteze
solutie eficienta pentru arg max
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Maximizare solutia 2: h explicit

@ Legea de control aproximata explicit: E(x)

Avantaje:
@ Actiuni continue mai ugor de folosit
@ Reprezentarea poate include mai usor cunostinte a priori
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Focus: Solutia 1, h implicit

Pentru majoritatea cursului:

@ Legea de control nu este reprezentata explicit

@ Problema principala: aproximarea functiei Q
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Discretizarea actiunilor

@ Aproximatorul trebuie sa garanteze
solutie eficienta pentru arg max
= Tipic: discretizare actiuni

@ Alege M actiuni discrete uy,...,uy € U

Calculeaza “arg max” folosind enumerare explicita

@ Exemplu: discretizare pe o grila
u, U, e Uy

+—— 7

spatiul actiunilor
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Aproximare in spatiul starilor

@ Tipic: funciii de baza

¢1,---, 9N : X — [0, 00)

@ Ex. piramidale, RBF
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Functia Q aproximata cu actiuni discrete

Date fiind:
@ N functii de baza ¢4,...,¢pn
© M actiuni discrete uy, ..., uy
Stocheaza:

© N - M parametri 0
(pentru fiecare pereche functie de baza—actiune discreta)




Functia Q aproximata cu actiuni discrete (continuare)

Functia Q aproximata:

N 917/'

a(X, u; 0) = Z di(x)0ij = [¢1(x) ... on(X)]
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Beneficiul aproximarii in RL

Aproximarea permite aplicarea RL
in probleme realiste de control
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Exemplu: Pendul inversat

@ x = [unghi , vitezd &] "
@ u =voltgj
5 0
— T T
@ p(x,u)=—x {0 0'1]x u'tu

@ Factor de discount v = 0.98

@ Obiectiv: stabilizeaza orientat in sus
@ Putere insuficienta = balanseaza inainte & inapoi

u
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Pendul inversat: Solutie optimala

Stanga: Functia Q pentru u =0  Dreapta: legea de control

h(a,a') V]

Q(oc',0)
o [rad/s]

o [rad/s] h « [rad]
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Intrebari ridicate de aproximare

@ Convergenta: ramane algoritmul convergent?
© Calitatea solutiei: la o distanta controlata de optim?

© Consistenta: pentru un aproximator ideal, de precizie
infinita, este solutia optimala regasita?



lteratia fuzzy Q

Algoritmii din partea IV in taxonomie

Dupa utilizarea unui model:
@ Bazat pe model: f, p cunoscute
@ Fara model: doar date

Dupa nivelul de interactiune:
@ Offline: algoritmul ruleaza in avans
@ Online: algoritmul controleaza direct sistemul

Exact vs. cu aproximare:
@ Exact: x, u numar mic de valori discrete
@ Cu aproximare: x, u continue (sau multe valori discrete)



lteratia fuzzy Q

Q Iteratia Q cu interpolare (fuzzy Q)



lteratia fuzzy Q
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Approximator cu interpolare (“fuzzy”)

@ Interpolare = BF piramidale

A\
A0\
KOO

N\ ‘\
A

@ Fiecare BF i are centrul x;

@ 0;; poate fi vazut ca @(x,-, uj), din motivul:
oi(xi) = 1,¢(x;)) = 0 pentru i’ # i
u
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lteratia Q cu interpolare (fuzzy Q)

Reamintim iteratia Q clasica:

Qui1(x, ) max, Qs u

lteratia fuzzy Q

repeat la fiecare iteratie ¢
for all centrele x;, actiunile discrete u; do

9g+17,‘,]‘ — p(X,‘7 Uj) + 7y max;: Q(f(X;, Uj), Ujr; 94)
end for
until convergenta
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Lege de control

@ Reamintim legea optimala de control:

h*(x) = argmax Q" (x, u)
u

e in iteratia fuzzy Q:

h*(x) = argmax @(x, ug; 0%)
uj, j=1,....M

0* = parametrii la convergenta
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Convergenta in imagini

Convergenta monotona la o solutie aproape-optimala

A

Q*
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Convergenta

Similar cu iteratia Q clasica:
@ Fiecare iteratie este o contractie cu factor ~:

1041 = 07l og < 1160 = 0"l

= Convergenta monotona la 6*
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Calitatea solutiei

Caracterizam aproximatorul prin distanta minima pana la Q*:

e = min Ho*(x, u) — Q(x, u; 9)”

spatiul
de functii Q
Q"
Avem:
@ Suboptimalitatea rezultatului Q(x, u; 6*) marginita:
. ~ 2
HO*(X,U)—Q(X,U;H*) <=
00 -

Suboptimalitatea legii d trol h* it
2] ptimalitatea legii de control h* marginita, (1 ) 0l
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Consistenta

@ Consistenta: Q — Q* pe masura ce precizia creste

0x = max ml_lon—x,-H2 e

@ Precizia: :
by = maxmin ||u — uj|, . L
uoj

@ Date fiind anumite conditii tehnice,
= liMs,—0.6,0 Q" = Q* — consistenta
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Pendul inversat: Iteratia fuzzy Q, demo

BF: grila echidistanta 41 x 21
Discretizare: 5 actiuni, distribuite n jurul lui 0

Y 0 "O
i
N
of‘o’}“f""%@?{&
(o T
3 0 ’

A\
4,

u
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Pendul inversat: Iteratia fuzzy Q, demo

Fuzzy Q-iteration, ell=161

-2000. =

Q(ot,0',0)

-4000|

h,a)

T T
2000 Oetta ~ Ve
100 - -
0 L L . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

ell



lteratia Q bazata pe date

Q@ Iteratia Q bazati pe date
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lteratia Q bazata pe date

Pornim de la iteratia fuzzy Q si o extindem:
@ folositoare cu alte aproximatoare decat interpolare/fuzzy
@ fara model — RL
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Algoritm intermediar bazat pe model

Reamintim iteratia fuzzy Q:

@ Folosim esantioane stare-actiune arbitrare
© Extindem la aproximator generic
© Gasim parametrii folosind cele mai mici patrate

date fiind (xs, us), s=1,...,n
repeat la fiecare iteratie ¢
fors=1,...,n,do R
gs < p(Xs, Us) + ymaxy Q(f(xs, us), U'; 0;)
end for - )
Op41 — argmin >, [gs — Q(Xs, Us; 0)
until terminare

Iteratia fuzzy Q echivalenta cu algoritmul generalizat daca
esantioanele sunt toate combinatiile x;, u; u
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lteratia Q bazata pe date: Algoritm

© Folosim tranzitii in loc de model

lteratia Q bazata pe date

date fiind (xs, Us, rs, X5), S=1,..., Ny
repeat la fiecare iteratie ¢
fors=1,...,n,do
Qs < Is +ymaxy Q(x;, U'; 0y)
end for

~ 2
Opi1 — argmin >0, (gs — Q(Xs, Us; 0)
until terminare
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Determinist versus stohastic

o in cazul determinist, x, = f(xs, Us), s = p(Xs, Us)
— inlocuirile sunt exacte

@ In cazul stohastic, x; ~ f(xs, Us, ), fs = p(Xs, Us, X,)
= Algoritmul ramane valid; intuitie:

e Ideal, Q(x,u) — Ey {r + ymaxy, Q(x', u'; 93)}
e Presupunand n, esantioane, toate in (xs, us) = (X, u):

Ny
min Z
o s=1

duce la Q(x,u;0) ~E{...}
e Chiar daca (xs, us) nu se repetd, CMMP aproximeaza
valoarea asteptata

2
rs +ymax Q(xg, U'; 0,) — Q(x, u; 0)
u/
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lteratia Q bazata pe date: Convergenta

Convergenta la o secventa de solutii,
fiecare din ele aproape-optimala

A
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Pendul inversat: lteratia Q cu LLR, demo

Discretizare: 3 actiuni

[ 1 U
T + T
3 0 3

Baza de date: grila 31 x 15x 3; k =5

LLR Fitted Q-iteration_, eli=146

1l
i ittt ;
i :
" R
Tl
R
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Q Iteratia pe legea de control cu cele-mai-mici-patrate
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lteratia aproximata pe legea de control

Reamintim: iteratia pe legea de control

lteratia aproximata pe legea de control

repeat la fiecare iteratie ¢
evaluarea aproximata a legii de control: gaseste Qhe
imbunatatirea legii de control:
he1(x) — argmax, Q" (x, u)
until convergenta

Lege de control reprezentata implicit
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Focus: Evaluarea aproximata

Evaluarea aproximata a legii de control:
gaseste Q"
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Ecuatia Bellman cu proiectie

@ Reamintim: Ecuatia Bellman pentru Q", cazul exact:
Q"(x, u) = p(x, u) + vQ"(f(x, u), h(f(x, u)))
sau: Q"(x,u) = foux { (x,u,x) +vQ"(x', h(x"))

Q= T”(Q)

@ Aproximare: Q = PT"(Q)
Spatiul functiilor Q Spatiul functiilor Q
Tl |P

T ~
Spatiul functiilor Q i“i

aproximate
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Rezolvare: Schita

@ Ecuatia Bellman cu proiectie:

Q=PTNQ), Qx,u;6)=0"(x,u)f

@ Forma matriceala:
A9 =~B0 + b, A BcR™" pecR"
(echivalent cu (A —~vB)6 = b)
@ Estimare folosind date (xs, Us, rs, X5):

A— A+ ¢(Xs, Us)¢T(XSa US)
B« B+ ¢(xs, Us)p " (X%, h(xL))
b — b+ ¢(xs, Us)rs



apedate lteratia pe legea de control CMMP
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lteratia pe legea de control CMMP

Evalueaza h folosind ecuatia Bellman cu proiectie

lteratia pe legea de control CMMP (LSPI)
date fiind (Xs, Us, Is, X5), S=1,...,
repeat la fiecare iteratie
A—0, B—0,b—0
fors=1,...,n,do
A— A+ d(Xs, Us)o (Xs, Us)
B — B+ ¢(xs, Us)p " (x§, h(xg))
b« b+ ¢(xs, Us)rs
end for
rezolva A9 = ~B6 + b gasind 6
imbunatatirea legii de control: h(x) «— arg max,, @(X, u; 0)
until terminare
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LSPI: Convergenta

@ Datele sunt obtinute folosind legea curenta de control
= Q(x, u; 0) la distanta marginita de Q"

@ Explorare necesara: perechi diferite de (x, h(x))!

@ Algoritmul complet converge la o

secventa de legi de control,
toate la o distan{a marginita de h*
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Pendul inversat: LSPI, demo

Functii de baza: grila 15 x 9 de RBF
Discretizare: 3 actiuni echidistante
Date: 7500 tranzitii pornind din (x, u) aleatoare

Ny

AR5 //I'
V7 TN
RS )?}‘0 ’{{'IA:‘QA% ,//I
X [ u g
T + T
-3 0 3

v

7

¥
WK

9
Al (gl'

u
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Pendul inversat: LSPI, demo

Least-squares policy iteration, ell=9 he,o’)

2000

0

-2000

Q(ot,0',0)

-4000 |2

-6000.

ell
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Comparatie

Numar de iteratii

@ iteratia aproximata valoare >
iteratia aproximata legea de control

Complexitate
@ Depinde de algoritm
@ Ex. oiteratie fuzzy Q < o iteratie LSPI

Convergenta
@ iteratia aproximata pe valoare, legea de control
converg la o secventa de solutii,
fiecare din ele aproape-optimale
@ in cazuri interesante (ex. interpolare), iteratia pe valoare
converge la o solutie unica
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Terminologie engleza

functie de baza = basis function

retea neuronala = neural network

regresie liniara locala = local linear regression, LLR

iteratia fuzzy Q = fuzzy Q-iteration

iteratia Q bazata pe date = model-free/fitted Q-iteration
iteratia pe legea de control CMMP = least-squares policy iteration, LSPI
ecuatia Bellman cu proiectie = projected Bellman equation
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